
 

氣泡排序圖上寬路徑路由問題及寬直徑問題研究 

謝育平 

銘傳大學資訊工程研究所 

arping@gmail.com 

王子銘 

銘傳大學資訊工程研究所 

tmjwang@gmail.com 

 

摘要 

在平行計算與分散式系統的研究中，可靠度與效能是
相當重要的關鍵。近年來，凱萊圖(Cayley Graph)與寬直
徑(Wide Diameter)在常被用來研究該些系統的連結網路
(Interconnection Network)狀態。本文研究凱萊圖中的一個
分支，氣泡排序圖；研究圖上的寬路徑及寬直徑，提供建
立連結網路的選擇與參考。 

關鍵字：凱萊圖、氣泡排序圖、寬路徑、寬距離、寬直徑 

 

1. 前言與研究目的 

討論網路，可以從兩個方面來看待，一個是協同生成
的規則性較弱的網路，此類以網際網路(Internet)為代表，
另一類為精心設計，規則性較強的網路，此類以平行計算
或分散式系統地連結網路(Interconnection Network)為代表
。網際網路係區域網路進行互聯而成，為了能連結眾多的
網路型態，很多網路性質是無法假設，但在網際網路的骨
幹或單一分散式系統中，建立該系統時就可以依照採用的
連結網路設計來假設很多的網路性質，擁有較好的性質就
可以讓整系統達到實用性。在討論的網路性質中，主要以
可靠度(Reliability)與效能(Efficiency)為重要的議題。 

網路的可靠度，主要探討節點失效後，整個網路的訊
息 傳 送 是 否 還 能 進 行 ， 即 所 謂 的 容 錯 性 (Fault 

Tolerance)[11][13]，在網路性質上主要探討網路的連通性
(Connectivity)來探討；而網路的效能則是討論兩個節點間
傳遞訊息的速度，這速度包含單路徑傳輸或多路徑傳輸，
也需要考量網路流量現況，在網路性質上主要探討網路的
直徑(單路徑最遠距離)與寬直徑(多路徑最遠距離)。 

在網路性質中，從一個開始節點出發，往一個目的節
點傳送資料，在單一路徑時，我們考慮整個網路直徑，用
來代表整個網路任兩個節點傳送資料時，最遠需要經過幾
個節點。在考慮多路徑時，我們會從一個開始節點出發，
同時發展數條路徑，往同一個目的節點傳送資料。此時為
了保證資料能順利傳送，沒有發生擁擠的狀況，假設這些
路徑是節點互斥的路徑(開始節點與目的節點除外)，另外
為了達到越快的傳輸，可以同時發展盡量多的路徑。對一
個連通性(Connectivity)為k的圖來說，我們可以同時發展
k-1條路徑，並探討這k-1條路徑的長度。重新定義寬路徑
(container)、寬距離、最短寬路徑、寬直徑等概念。 

假設G(V,E)為一個無重複邊的無向圖，V為該圖的節
點集合，E ⊂ V × V為該圖的邊集合；假設G(V,E)是無向圖
，所以有∀x∈V(x, x) ∉ E，∀x,y∈V(x, y) ∈ E ⇒ (y, x) ∈ E。對
於圖G中的兩點a, b ∈ V，由a連結到b的路徑為一個點序列
p[v0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣k]，其中a = 𝑣0，b = 𝑣k，∀0≤i≤k𝑣i ∈ V，
且∀1≤i≤k(𝑣i−1, 𝑣i) ∈ E。路徑p=的長度則定義為L(p)=k。定
義P(a, b) = {p|p為一個由a連結到b的路徑}為所有從a到b

所有路徑的集合。a、b兩點的距離d(a, b) = min⁡{L(p)|p ∈
P(a, b)}則定義為所有從a到b的最短路徑的長度。圖G的直

徑d(G) = max⁡{d(x, y)|x, y ∈ V}則定義為距離最遠的兩個
點的距離。 

一張圖G為非連通圖定義為存在G中的兩個節點a,b使
得不存在從a連結到b的路徑P(a, b) = ϕ。一張圖G的連通
性(Connectivity) κ(G)定義為最少需要移除多少節點才能
使圖G成為非連通圖或是單一節點圖。Menger’s定理
(1927)[12]提到一個連通性為κ(G)(=w)的圖G上，對任兩點
a,b，從a到b必存在w條節點互斥(a、b例外)的路徑。對於
一個路徑p=[v0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣k]來說，可以將之分為三個，開
頭部分H(p) = {𝑣0}，結尾部分T(p) = {𝑣k}，與中間部分
I(p) = {v1, v2, v3, … , vk−1}，將這三個部分再延伸4個集合
HIT(p) = H(p) ∪ I(p) ∪ T(p) 、 HI(p) = H(p) ∪ I(p) 、
HT(p) = H(p) ∪ T(p)、IT(p) = I(p) ∪ T(p)。兩個路徑p

與q是中間節點互斥是指I(p) ∩ I(q) = ϕ。 

對於一張連通圖G中的兩點a, b ∈ V，開始考慮由a連
結到 b的多個互斥路徑，定義從 a到 b的 w寬路徑
(Container)[5][7][14]為w條從a到b的中間節點互斥路徑c =
{p1, 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑤}，其中∀1≤i≤wH(pi) = {a}，∀1≤i≤wH(pi) =
{b} ， ∀1≤i<𝑗≤𝑤I(pi) ∩ I(pj) = ϕ 。 對 於 寬 路 徑 c =
{p1, p2, p3, … , pw}，我們定義其寬度(width)為W(c) = |c| =
w，長度為 L(c) = max{L(p)|⁡p ∈ c}。定義 Cw(a, b) =
{c|c為從a到b的w寬路徑}為所有從a到b的w寬路徑所成集
合。從a到b的w寬距離dw(a, b) = min⁡{L(c)|c ∈ Cw(𝑎, 𝑏)}，
而對一張圖 G = (V, E)來說， G的 w寬直徑 dw(G) =
max⁡{dw(𝑎, 𝑏)|𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉}則定義為在G中w寬距離最遠的兩
點的w寬距離。寬路徑、寬長度、寬距離、寬直徑，可視
為路徑、長度、距離、直徑的延伸，這是因為當w=1時，
寬路徑、寬長度、寬距離、寬直徑的定義都與路徑、長度
、距離、直徑是協調一致。進一步來說，對於一個連通性
為k的圖G來說，d1(G) ≤ d2(G) ≤ d3(G) ≤ ⋯ ≤ dk(𝐺)。 

凱萊圖G = Cayley(S, Σ) = G(V, E)[4][5][7][8][10]由一
個乘法群(S,×)及該群中的一子集Σ ⊂ S建構而得，其中乘
法群中的元素為凱萊圖的節點(V = S)，而凱萊圖的邊E則
為{(s, s × σ)|s ∈ S, σ ∈ Σ}，此處稱Σ為該凱萊圖的產生集
(Generating Set)。如果Σ = Σ−1 = {σ−1|σ ∈ Σ}，則所創造的
凱萊圖將會是個無向圖。 

給定一圖G(V, E)，圖上兩個點x, y ∈ V，兩點間的w-

寬路徑(Container)定義為兩點間w條互斥的路徑集合，其
長度定義為當中最長路徑的長度；兩點間的w-寬距離
dw(𝑥, 𝑦)定義為兩點間最短w-寬路徑的長度；而該圖的w-

寬直徑dw(G)⁡則定義為該圖中任兩點的w-寬距離的最大
值。 

而在圖論上，超立方體（hypercubes）、交叉立方體
（crossed cubes）、雙扭立方體（twisted cubes）、局部雙
扭立方體（locally twisted cubes）、廣義雙扭立方體（
generalized twisted cubes）、莫氏立方體（Mobius cubes）
、星圖（star graphs）、氣泡排序圖（bubble-sort graphs）
、煎餅圖（pancake graphs）和交替群圖(alternating group 

graph)等都是連結網路設計主要被探討的模型設計。
Chi-Hsiang Yeh and Emmanouel A. Varvarigos (1998)[18]
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便針對著名的網路拓樸整理出其圖論特性，特別是以節點
數N作為比較的基準，整理如表1：值得觀察的一件事是，
這些圖的節點鏈結度、直徑相對於節點數N都是非常小的
，顯示這些圖大量節點，低鏈結，低距離(直徑)的好特性
。 

考慮n元素的對稱群(Symmetric Group)。假設Zn =
{1,2,3, … , n}，一個Zn上的重排函數f: Zn → Zn為一個一對
一 且 映 成 函 數 。 令 Sn = {f|f: Zn → Zn
，f為一對一且映成函數}為Zn上的重排函數集合；考慮函
數結合運算子f ∘ g(x) = f(g(x))，則(Sn,∘)為一個群；考慮
Pn = {fk|k = 1,2,3… , n − 1，fk(k) = k + 1, fk(k + 1) =
k, ∀x≠k,x≠k+1fk(x) = x}為Zn上兩鄰兩數交換的重排函數，
有重排本身有其迴圈表達式(cycle form)，例如Pn中的fk，
其 迴 圈 表 達 式 為 (k, k + 1) ， 所 以 Pn =
{(1,2), (2,3), (3,4), … , (𝑛 − 1, 𝑛)} ⊂ Sn為氣泡排序法上相
鄰元素互換的動作。而最後氣泡排序圖[1][9][14][15][17]

被定義為凱萊圖Bn = Cayley(Sn, Pn)。另外與氣泡排序圖
非常相關的兩個凱萊圖為星狀圖(star graph)[2][3]與置換
圖(transposition graph)[6][16]，其最主要的差別就是星狀圖
的生成集為{(1,2), (1,3), (1,4), … , (1, 𝑛)}，而置換圖的生成
集為{(𝑖, 𝑗)|1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗⁡} 

氣泡排序圖Bn以n元素的重排為節點，兩個重排如果
是只有在兩個相鄰的位置上不同，則這兩的節點有邊線相
連，反之則無。觀察圖1，以n=4為例，4元素的重排共有
4!=24個，組成B4的24個節點，任兩個節點是否有邊相連
，則觀察其是否只有在兩個相鄰的位置上不同，例如 4321 

與3421有邊相鄰是因為其只有在第1與第2位置上不一樣
。因為其判斷是否有邊是依照是否只有在兩個相鄰的位置
上不同，其與氣泡排序演算法上只交換相鄰的兩個元素狀
況類似，故取名氣泡排序圖。 

氣泡排序圖Bn計有n!個節點，每個節點有(n-1)個邊，
整個網路共有n!(n-1)/2個邊，其直徑為n(n-1)/2，其連通度
是(n-1)，可以探索同時發展(n-1)條互斥路徑傳送訊息。氣
泡排序圖是屬於低度連結的網路，以該圖節點數N=n!來衡
量，其鏈結數(n-1)與直徑n(n-1)/2都是非常小的，再加上
氣泡排序圖對任何兩點來說都是同構的，對任何兩邊來說
也是同構的。 

觀察【圖 1.1】，在B4中，1243與1234的距離為1，
但是如果是要從1243同時發展3條互斥路徑到1234，則有
以下的解答，[12431234]、[1243214321341234]

、[124314231432134213241234]，此三條路徑

構成1243到1234的寬度為3的寬路徑，該寬路徑長度以其
中最長一條路徑的長度為主，即該寬路徑的長度為5，而
且對於所有寬度為3的寬路徑，5是最短的長度了，所以該
組寬路徑事實上就是該兩點的最短寬度為3的寬路徑，我
們定義該兩點的3-寬距離為5。圖1中在節點右下方的數字
為該節點到1234的3-寬距離。又因為氣泡排序圖是節點同
構，所以在計算兩點的距離時，可以將其中一點依同構函
數對應至單位元素1234，例如計算2431與2314的距離時，
可以將兩個重排同時與重排 3124進行函數合成，可得
1423與1234。所以在計算氣泡排序圖的寬直徑時，可以計
算所有點到單位重排的寬距離，取其最大者即為寬直徑。
所以氣泡排序圖B4的3-寬直徑為8，也就是同時要發三條
互斥路徑的要求下，2143與1234是氣泡排序圖B4中3-寬距
離最遠的兩個節點，其3-寬距離為8。 

4321

431242313421

3241 2431 3412 41324213

3142 14322413 41232341 3214

2314 3124 13422143 1423

124313242134

1234

555

5 5

66 6 6

6

6

7777

777

8

6 6 6 6

0  

圖 1.1：氣泡排序圖 B4 

 

圖 1.2：氣泡排序圖 B3 

 

表 1.1：網路拓樸圖論特性 

圖型 節點數 節點鏈結數 直徑 

超立方體 

Hypercube 
𝑁 log2𝑁 log2 𝑁 

星狀圖 

Star graph 
𝑁 

log2 𝑁

log2 log2𝑁
+ 𝑂 (

log𝑁

log log𝑁
) 

1.5 log2 𝑁

log2 log2𝑁
+ 𝑂 (

log𝑁

log log𝑁
) 

D 維網 

D-dimensional mesh 
𝑁 2d θ(𝑁

1
𝑑) 

De Bruijn 圖 𝑁 4 log2 𝑁 

立方體連通圖 

Cube-connected cycle graph 
𝑁 3 2.5 log2𝑁 − 𝑂(log log𝑁) 

星狀連通圖 

star-connected cycle graph 
𝑁 3 θ(

log2𝑁

(log log𝑁)2
) 

Balance Macro Star (1,n) 𝑁 2√
log2𝑁

log2 log2 𝑁
+ O(√

log𝑁

log log𝑁
) 

2.5 log2 𝑁

log2 log2𝑁
+ 𝑂 (

log𝑁

log log𝑁
) 
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一個n元素的重排函數f，可以使用序列來表達，即詳
列f(1),f(2),f(3),…,f(n)；圖1是氣泡排序圖B4即其連線狀況
。其中每一個節點代表一個重排函數，圖上函數序列表達
式省略了逗號，4321表示f(1)=4, f(2)=3, f(3)=2, f(4)=1。又
因為氣泡排序圖是節點同構，所以在計算兩點的距離時，
可以將其中一點依同構函數對應至單位元素，也就是對於
兩個重排f與g，如果(f, g) ∈ E，則存在一個k使得g = f ∘
⁡(k, k + 1)，則假設h為g的左逆函數，也就是 ⁡h ∘ g(x) =
h(g(x)) = id(x)，其中id是單位函數，也就是∀x𝑖𝑑(𝑥) = 𝑥，
則id = h ∘ g = h ∘ f ∘ ⁡(k, k + 1)，所以計算f與g的距離，可
以轉為計算id與h ∘ f的距離，所以如果要計算氣泡排序圖
的直徑或寬直徑，可以將考慮所有點到原點(id)的距離或
寬距離，其最大值即為直徑與寬直徑。所以圖1中，每個
方框上面的數字代表該節點與單位函數1234節點的3-寬
距離，而氣泡排序圖B4的寬直徑為8，可由2143與1234撐
起。而圖2則是氣泡排序圖B3，在B3中，我們探討每一節
點同時發兩條路徑到節點123，每一個節點右下方數字表
示其到單位函數(id)的2-寬距離，所以B3的寬直徑為5。 

我們臆測D(Bn) = d(Bn) + 1，不但是縮小範圍，而且
是確切希望D(Bn) = d(Bn) + 1，對於D(B2)、D(B3)、D(B4)
不滿足臆測，我們認為是因為網路拓樸太小所造成的特例
，因為點數少，多路徑繞行時難免會互搶節點，但是氣泡
排序圖的節點數成階乘式成長，而路徑寬度成線性成長，
所以互搶節點的狀況應該是越來越少。為了這項臆測，在
研究開始前我們在實驗上與理論上，都預先進行了一些研
究工作，實驗上我們預先計算到D(B8)，發現自B5以後都
符合我們的臆測，見【表1.2】。 

表 1.2：氣泡排序圖 Bn上的直徑與(n-1)寬直徑 

網路 節點 鍊結 總邊 d(Bn) D(Bn) 
符合 

臆測 

B2 2 1 1 1 1 否 

B3 6 2 6 3 5 否 

B4 24 3 36 6 8 否 

B5 120 4 240 10 11 是 

B6 720 5 1,800 15 16 是 

B7 5,040 6 15,120 21 22 是 

B8 40,320 7 141,120 28 29 是 

此次對於氣泡排序圖的寬直徑問題，本研究欲完成以
下幾項目標：從實驗上，透過更好的演算法，更多的機器
進行平行運算，計算更多的D(Bn)的寬直徑，觀察其是否
支撐我們的臆測，期待計算至D(B11)或更高維度；第四章
開始介紹本研究的各種演算法的發展過程，第五章列出實
驗結果及結論。 

2. 文獻探討 

Yasuto Suzuki & Keiichi Kaneko(2008)[14]將氣泡排
序圖、k元n維環面、超立方體等圖，依其分支度、節點、
直徑…等特性，整理如【表 2.1】其中基礎參數係由各網
路拓樸生成時的自然參數，其中對稱性係指節點同構，也
就是從一節點看待整個網路，可以與從另一任意節點看待
整個網路同構，而自我內嵌性係指該系列網路拓樸中，小
型網路拓樸是否內嵌於大型網路拓樸中；例如氣泡排序圖
B3就會內嵌於氣泡排序圖B4中，而氣泡排序圖B4會內嵌於
氣泡排序圖B5中。 

氣泡排序圖Bn的(n-1)-寬路徑路由問題，係指對於氣
泡排序圖上的任兩個點，該如何從其中一點出發，同時連
接(n-1)條互斥路徑(頭尾除外)，到達另一節點。 

在這問題上，學者關心幾個特性，(1)該如何尋找寬路
徑，(2)整個網路拓樸的最大(n-1)-寬距離((n-1)-寬直徑)會
是多少?(3)前兩個議題的時間複雜度會是多少? 

表 2.1：氣泡排序圖 Bn上(n-1)寬路徑問題的進展 

  K. Kaneko、 

Y. Suzuki(2008) 

K. Kaneko、 

Y. Suzuki (2008) 

理論

證明 

最大(n-1)-寬

路徑長度 
O(n3) O(n2) 

時間複雜度 O(n4) O(n4) 

實驗

觀察 

平均(n-1)-寬

路徑長度 
O(n2.94) O(n1.95) 

時間複雜度 O(n3.9) O(n3.5) 

 

 

 

表 1.3：著名網路拓樸的圖論性質 

圖形 節點數 節點鏈結數 直徑 方向性 對稱性 自我內嵌性 

氣泡排序圖 n! n − 1 
𝑛(𝑛 − 1)

2
 無向圖 有 有 

k元 n維環面 𝑘𝑛 4 n × [
𝑘

2
] 無向圖 有 無 

超立方體 2𝑛 n n 無向圖 有 有 

燒餅圖 n! n − 1 ≤ [
5(𝑛 − 1)

3
] 無向圖 有 有 

星狀圖 n! n − 1 [
3(𝑛 − 1)

2
] 無向圖 有 有 

旋轉圖 n! n − 1 n − 1 有向圖 有 有 

De-Bruijn 圖 𝑛𝑘 n k 無向圖 無 無 

Kautz 圖 𝑛𝑘 + 𝑛𝑘−1 n k 無向圖 無 無 
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如【表 2.1 】所述，Keiichi Kaneko與 Yasuto Suzuki 

(2004)[9]對氣泡排序圖發表一個寬路徑尋找方式，並理論
上證明氣泡排序圖Bn的(n-1)-寬直徑在O(n3)中，其尋找單
一條(n-1)-寬路徑的時間在O(n4)；而在實驗上觀察氣泡排
序圖Bn的平均(n-1)-寬路徑長度在O(n2.94)中，其尋找單一
條(n-1)-寬路徑的時間在O(n3.9)。四年後，Yasuto Suzuki

與 Keiichi Kaneko (2008)[14]針對氣泡排序圖再次發表一
個寬路徑演算法，並理論上證明氣泡排序圖Bn的(n-1)-寬
直徑小於n(n + 1)/2，在O(n2)中，其尋找單一條(n-1)-寬
路徑的時間在O(n4)；而在實驗上觀察氣泡排序圖Bn的平
均(n-1)-寬路徑長度在O(n1.95)中，其尋找單一條(n-1)-寬路
徑的時間在O(n3.5)。 

給定一張圖G，我們使用d(G)表示圖G的直徑，使用
dw(G)表示圖G的w-寬直徑，也就是同時發w條情況下，圖
G中的最大的最短w-寬路徑。對於氣泡排序圖Bn來說，我
們關心(n-1)-寬直徑，所以我們特別使用D(Bn) = dn−1(Bn) 
來表達氣泡排序圖Bn的(n-1)-寬直徑。本研究初步探索，
實驗發現幾個氣泡排序圖Bn的寬直徑在n ≥ 5後，只比直
徑多1，也就是D(Bn) = d(Bn) + 1，數據顯示如【表1.24

】。 

Yasuto Suzuki與  Keiichi Kaneko (2008)[14]是將
D(Bn)從O(n3)降成O(n2)，事實上是降到n(n + 1)/2，也
就是D(Bn) ≤ d(Bn) + n，但是經過我們做了幾個實驗，我
們臆測D(Bn) = d(Bn) + 1，不但是縮小範圍，而且是確切
希望D(Bn) = d(Bn) + 1，對於D(B2)、D(B3)、D(B4)不滿
足臆測，我們認為是因為網路拓樸太小所造成的特例，因
為點數少，多路徑繞行時難免會互搶節點，但是氣泡排序
圖的節點數成階乘式成長，而路徑寬度成線性成長，所以
互搶節點的狀況應該是越來越少。為了這項臆測，我們在
實驗上與理論上，都預先進行了一些研究工作，在研究開
始前實驗上我們已經計算D(Bn)到n=8，發現從n=5以後，
都是符合我們的臆測的。 

對於氣泡排序圖的Bn = ⁡Cayley(Sn, Pn)，我們猜測 

∀n≥5dn−1(Bn) = ⁡d1(Bn) + 1。 Y. Suzuki與  K. Kaneko 

(2008)[14] 已經有∀ndn−1(Bn) ≤
n(n+1)

2
= d1(Bn) + n，並

在O(n4)解出寬路徑問題，並得到長在d1(Bn) + n以內的寬
路徑，進而得到寬直徑在d1(Bn) + n以內。此處，我們企
圖更上層樓，我們希望能夠證明∀n≥5dn−1(Bn) = ⁡d1(Bn) +
1，並在O(n3)解出寬路徑問題，並得到長在d1(Bn) + 1以
內的寬路徑，進而得到對於n ≥ 5寬直徑恰等於d1(Bn) + 1
以內。 

對於氣泡排序圖Bn(n ≥ 5)，假設Zn = {1,2,3, … , n}，
考量Sn上的每一個重排f，重排 f 有好幾種表達方式，一
個是函數表達f：Zn → Zn，一個是迴圈表達式，此處採用
序列表達式< f(1), f(2), f(3), … , f(𝑛) >，而一個序列表達式
< s1, s2, s3, … , s𝑘 >代表一個函數f：Zk → 𝒩，f(1) = s1，
f(2) = s2，f(3) = s3，、、、，f(k) = s𝑘，此處特別注意
< s1, s2, s3, … s𝑘 >代表的函數為一個Zk到自然數集合𝒩的
函數，而非要求Zk到Zk的函數，例如< 2,4,3,7 >代表函數
f：Z4 → N，f(1) = 2、f(2) = 4、f(3) = 3、f(4) = 7。 

 

表 2.2：Suzuki 對節點的五個分類 

Case I 𝑑𝑛 = 𝑛 

Case II 𝑑𝑛 ≠ 𝑛 − 1, 𝑑𝑛−1 = n 

Case III dn, 𝑑𝑛−1 ≠ n 

Case IV Sn−1 = 𝑑 

Case V dn = 𝑛 − 1, 𝑑𝑛−1 = 𝑛, 𝑠(𝑛−1) ≠ 𝑑 

Suzuki針對氣泡排序問題，客製化了一套演算法，依
照節點d =< d1, d2, d3, … , dn >的性質，將所有節點分成如
【表 2.2】的5個分類，再依照各分類逐一突破。而其寬
路徑尋找演算法大致如【表  2.3】。其中 s(n−1) =<
1,2,3, … , n − 2, n, n − 1 >。 

表 2.3：Suzuki 演算法 

步驟 輸入：起始節點（𝐬 = 𝐢𝐝 =< 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝐧 >）與目

標節點（𝐝 =< 𝐝𝟏, 𝐝𝟐, 𝐝𝟑, … , 𝐝𝐧 >） 

輸出：(n-1)-寬路徑 

步驟一 分析起始節點與目標節點，若𝐝𝐧 = 𝐧，則跳至步驟

二，若𝐝𝐧 ≠ 𝐧 − 𝟏, 𝐝𝐧−𝟏 = 𝐧則跳至步驟三，若

𝐝𝐧, 𝐝𝐧−𝟏 ≠ 𝐧則跳至步驟四，若𝐒𝐧−𝟏 = 𝐝則跳至步

驟五，若𝐝𝐧 = 𝐧 − 𝟏,𝐝𝐧−𝟏 = 𝐧,⁡𝐬(𝐧−𝟏) ≠ 𝐝則跳至步

驟六。 

步驟二 使用遞迴獲得𝐧 − 𝟐條從 S到 d 的最短路徑，最後

一條先使用最短路徑演算法先到𝐚 =

(𝟏, 𝟐, … , 𝐝𝐧−𝟏 − 𝟏, 𝐝𝐧−𝟏 + 𝟏,…𝐧 − 𝟐, 𝐧, 𝐧 −
𝟏, 𝐝𝐧−𝟏)，再從節點 a使用最短路徑演算法到𝐝𝐧−𝟏接

著再到 d，並跳至步驟七。 

步驟三 在 CaseII、CaseIII、CaseIV、CaseV 中，Suzuki 在

s與 d之間建立兩組中繼節點，首先從 s建立最短

路徑到𝐜𝐢
𝐧其中𝐜𝐢 = (𝟏, 𝟐,… 𝐢 − 𝟏, 𝐢 + 𝟏,…𝐧 −

𝟏, 𝐢, 𝐧)接著再使用最短路徑演算法到𝐛𝐢
𝐧其中𝐛𝐢 =

(𝐝𝟏, 𝐝𝟐, … 𝐝𝐥𝐢−𝟏, 𝐝𝐥𝐢+𝟏, … , 𝐝𝐧−𝟏, 𝐢, 𝐝𝐧)，接著再從𝐛𝐢到

d，並跳至步驟七。詳細請見[14]。 

步驟四 

步驟五 

步驟六 

步驟七 印出路徑。 

Suzuki在理論上提供了尋找d1(Bn) + n長度的寬路徑
演算法，但是我們的企圖不僅於此，我們希望能證出主臆
測∀n≥5dn−1(Bn) = ⁡d1(Bn) + 1。 

 

 

 

 

 

 

 

表 2.4：Yasuto Susuki 兩篇研究結果及本研究目標 

氣泡排序圖Bn中 
K. Kaneko 與 Y. 

Suzuki (2004) 

Y. Suzuki 與 K. Kaneko 

(2008) 
本研究目標 

任兩點的(n-1)-寬路徑長度 O(n3) ≤ d1(Bn) + n = O(n2) ≤ d1(Bn) + 1 = O(n2) 

(n-1)-寬路徑尋找時間 O(n4) O(n4) O(n3) 

(n-1)-寬直徑 O(n3) ≤ d1(Bn) + n = O(n2) d1(Bn) + 1 

(n-1)-寬直徑尋找時間 O(n4) O(n4) O(1) 
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3. 研究方法 

本研究主要著重在如何解決氣泡排序圖的寬路徑及
寬直徑問題。本研究有兩個目標：(1)發展演算法解決氣泡
排序圖Bn的(n-1)寬路徑路由問題並使用程式計算D(B9)、
D(B10)及更多的數據來支撐主臆測∀n≥5D(Bn) = ⁡d(Bn) +
1。(2)從理論上來證明主臆測，使本研究及主臆測更加完
備。 

對於寬路徑問題，我們提出四種演算法試圖解決寬路
徑的路由問題。(1)重複呼叫法、(2)最短路徑指引多路徑
同時發展演算法、(3) 秩指引多路徑同時發展演算法、(4)

有限長度秩指引多路徑同時發展演算法。 

最短路徑演算法 

對於寬路徑問題，一個最直覺的演算法就是使用最短
路徑演算法(如dijkstra演算法)先尋找一條最短路徑，固定
下來，然後在途中移除該路徑的中間節點，再執行一次尋
找第二條最短路徑，並避免掉已經經過的節點，再固定下
來，如此執行(n-1)次即可取得共(n-1)條互斥的路徑所組成
寬路徑。 

演算法 1： 

最短路徑演算法(Ver.1) 重複呼叫法 

 輸入：給定一整數 n及氣泡排序圖𝐁𝐧中的一個目

的節點 f。 

輸出：一組內部互斥的從單位節點(id)往目的節

點 f的(n-1)條路徑。 

步驟 1 令𝐆(𝐕, 𝐄) = 𝐁𝐧 為初始圖。 

令𝐜 = ∅用來記載寬路徑。 

步驟 2 以最短路徑演算法在圖𝐆(𝐕, 𝐄)上找出 f至原點

(id)的路徑𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐢𝐝]，令𝐜 = 𝐜 ∪

{𝐩}，令𝐆 = (𝐕’, 𝐄’)，其中𝐕’ = 𝐕\{𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦}，

𝐄’ = 𝐄 ∩ (𝐕′ × 𝐕′)，即在 G中摘除{𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦}

後剩餘的網路。 

步驟 3 若已尋得 n-1 條路徑，即|𝐜| = 𝐧 − 𝟏，則結束演

算法並輸出所有已得路徑 c。 

步驟 4 重複步驟 2。 

使用演算法1計算完所有節點後，發現實驗結果各節
點路徑之直徑易超過 d(n)+1，且因本演算法一次發展完一
條最短路徑，容易造成路徑數越接近n-1時長度越容易超
過d(n)+1。例如在【圖1.1】中，[24311234]時，最短路
徑演算法(Ver.1)會找出三條長度各為4、4、8的路徑，但
我們手動優化計算的寬路徑內的路徑長度應為4、6、6。 

我們經修正後發展出Ver.2。Ver.2與Ver.1不同之處在
於Ver.2同時發展n-1條路徑，循序步進且自此開始引入隨
機挑選的概念，既可快速找出互斥之路徑也可避免Ver.1

無法另尋路徑的問題。以下介紹演算法2之演算步驟。 

演算法 2  

最短路徑指引多路徑同時發展演算法 

步驟 1 以最短路徑演算法找出所有節點至原點(id)的距

離。令 d(g)為 g與原點(id)的距離。 

步驟 2 從目標節點 f出發，從相鄰節點{𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝐧−𝟏}發

展出 n-1 條路徑𝐜 = {𝐩𝟏, 𝐩𝟐, 𝐩𝟑, … , 𝐩𝐧−𝟏}，其中

𝐩𝐢 = [𝐢𝐝, 𝐟𝐢]。令𝐔 = {𝐟, 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝐧−𝟏}用來記載

(n-1)路徑所經過的節點。 

步驟 3 從 c中的選出未到達原點之最短路徑 p，設 g為

路徑𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠]的最後一個節點，考慮

g的 n-1 個鄰居𝐠𝐬 = {𝐠𝟏, 𝐠𝟐, 𝐠𝟑, … 𝐠𝐧−𝟏}，另𝐠𝐬’ =

𝐠𝐬\𝐔為出現在 gs中但不出現在 U 中的節點。在

𝐠𝐬’中隨機挑選一節點𝐠’。我們將 g’連結到路徑 p

的後方，即重新令𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠, 𝐠′]。如

果𝐠’ ≠ 𝐢𝐝，我們將𝐠’加入 U中以維護路徑的互斥

性，即令𝐔 = 𝐔 ∪ {𝐠′}。 

步驟 4 如果 c 中所有路徑皆已達原點，則輸出 c並結束

本演算法，否則重複步驟 3。 

使用演算法結束2實驗後，發現在隨機挑選的過程中
，無法得知候選節點與原點的最短路徑，再優先挑選之，
因此我們繼續修訂演算法。 

演算法3將記錄所有節點抵達id的距離，讓演算法在
隨機挑選時可優先挑出與id最短距離的節點。意思是說，
每一個節點可以記錄數條最短路徑的方向供挑選。在氣泡
排序圖中，最短多路徑方向其實就是擁有較少逆序的鄰居
方向，而一個重排逆序的個數稱為秩，故稱秩指引多路徑
同時發展演算法。 

演算法 3  

秩指引多路徑同時發展演算法 

步

驟

1 

以最短路徑演算法找出所有節點至原點(id)的距

離。令 d(g)為 g到原點(id)的距離。 

步

驟

2 

從目標節點 f出發，從相鄰節點{𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝐧−𝟏}發展

出 n-1 條路徑𝐜 = {𝐩𝟏, 𝐩𝟐, 𝐩𝟑, … , 𝐩𝐧−𝟏}，其中𝐩𝐢 =

[𝒊𝒅, 𝒇𝒊]。令𝐔 = {𝐟, 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝐧−𝟏}用來記載(n-1)路徑

所經過的節點。 

步

驟

3 

從 c中的選出未到達原點之最短路徑 p，設 g為路

徑𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠]的最後一個節點，考慮 g

的 n-1 個鄰居𝐠𝐬 = {𝐠𝟏, 𝐠𝟐, 𝐠𝟑, … 𝐠𝐧−𝟏}，另𝐠𝐬’ =

𝐠𝐬\𝐔為出現在 gs中但扣除出現在 U 中的節點。考

慮𝐠𝐬’中的節點，令𝐠’ = 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐢𝐧{𝐝(𝐡)|𝐡 ∈ 𝐠𝐬′}為

𝐠𝐬’集合中距離 id 最近之節點(即秩最小者)，若最

近之節點有複數個，則隨機挑選之。我們將 g’連結

到路徑 p 的後方，即重新令𝐩 =

[𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠, 𝐠′]。如果𝐠’ ≠ 𝐢𝐝，我們將𝐠’加入 U

中以維護路徑的互斥性，即令𝐔 = 𝐔 ∪ {𝐠′}。 

步

驟

4 

如果 c 中所有路徑皆已達原點，則輸出 c 的內容並

結束本演算法。 

步

驟

5 

重複步驟 3。 

對於寬直徑問題來說，從計算就是需要計算所有節點
到原點的寬距離，為了因應龐大的節點計算量，以及節省
時間增進效能，我們再次修訂演算法。 

因為氣泡排序圖的寬直徑臆測為𝐝(𝐁𝐧) + 𝟏，所以演
算法 4將直接放棄尋找路徑的過程中距離已經超過
𝐝(𝐁𝐧) + 𝟏的節點，待全部節點皆尋找完畢後，去除已完
成(即其長度在𝐝(𝐁𝐧) + 𝟏的範圍內)的節點後，將尚未完成
的節點再尋找一次，直到所有節點的長度皆落在𝐝(𝐁𝐧) +
𝟏內，加入本方法後將可使得寬直徑運算的耗費時間大幅
降低。 
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演算法 4  

有限長度秩指引多路徑同時發展法 

步驟 1 以最短路徑演算法找出所有節點至原點(id)的距

離。令 d(f)為 f到原點(id)的距離(最短路徑的長

度)。 

步驟 2 從目標節點 f出發，從相鄰節點{𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝐧−𝟏}發

展出 n-1 條路徑𝐜 = {𝐩𝟏, 𝐩𝟐, 𝐩𝟑, … , 𝐩𝐧−𝟏}，其中

𝐩𝐢 = [𝐢𝐝, 𝐟𝐢]。 

令𝐔 = {𝐟, 𝐟𝟏, 𝐟𝟐, … , 𝐟𝐧−𝟏}用來記載(n-1)路徑所經

過的節點。 

步驟 3 從 c中的選出未到達原點之最短路徑 p，設 g為

路徑𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠]的最後一個節點，考慮

g的 n-1 個鄰居𝐠𝐬 = {𝐠𝟏, 𝐠𝟐, 𝐠𝟑, … 𝐠𝐧−𝟏}，另𝐠𝐬’ =

𝐠𝐬\𝐔為出現在 gs中但扣除出現在 U 中的節點。

考慮𝐠𝐬’中的節點，令𝐠’ = 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐢𝐧{𝐝(𝐡)|𝐡 ∈ 𝐠𝐬′}

為𝐠𝐬’集合中距離 id最近之節點，若最近之節點

有複數個，則隨機挑選之。我們將 g’連結到路徑

p 的後方，即重新令𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠, 𝐠′]。如

果𝐠’ ≠ 𝐢𝐝，我們將𝐠’加入 U中以維護路徑的互斥

性，即令𝐔 = 𝐔 ∪ {𝐠′}。 

步驟 4 若𝐩 = [𝐟, 𝐫𝟏, 𝐫𝟐, … , 𝐫𝐦, 𝐠, 𝐠′]之路徑長度已超過

d(n)+1 即告失敗，不再尋找。 

步驟 5 如果 c 中所有路徑皆已達原點，則輸出 c的內容

並結束本演算法。 

步驟 6 重複步驟 3。 

氣泡排序圖的節點與邊成長相當快，節點個數以階
乘方式成長，程式為了計算寬直徑，通常需要在記憶體中
先建立圖形，使用稀疏圖的僅紀錄連結的方式建立氣泡排
序圖仍需耗用大量記憶體。因為氣泡排序圖的寬直徑臆測
為𝐝(B_n)+1，所以演算法4將直接放棄尋找路徑的過程中
距離已經超過d(B_n)+𝟏的節點，待全部節點皆尋找完畢後
，去除已完成(即其長度在d(B_n)+𝟏的範圍內)的節點後，
將尚未完成的節點再尋找一次，直到所有節點的長度皆落
在d(B_n)+1內，加入本方法後將可使得寬直徑運算的耗費
時間大幅降低。【表 5.1】為最短路徑演算法的實驗統計
結果，我們發現了出以下幾點問題：： 

(1) 記憶體使用量龐大 

實驗終將因為記憶體硬體限制上的問題而無法繼
續進行。 

(1) 建圖費時 

雖然預先建圖可得到明顯的指引，降低接下來尋
路的計算時間，但隨著Bn的成長，建圖過程將會
愈來越費時。 

(2) 節點使用比例會越來越低 

在我們的臆測中，在計算完D(B𝑛)後會得到
(n − 1)條路徑結果，而每條路徑結果應會有
𝐷(𝐵𝑛)以內個節點，換句話說我們總共會使用到的
節點數≤ 𝐷(𝐵𝑛) × (n − 1)。以B10為例，我們最後
所求得的路徑節點數少於

46×9

3628800
≈萬分之一，相

較於最短路徑演算法預先將每一個節點逐一計算
建立起來的指引圖，其比例相差懸殊。 

綜觀以上幾點問題，最短路徑演算法到此遇到了瓶頸
，我們思考如何能夠不預先建立指引圖，就能夠計算寬路
徑將是一個關鍵議題。 

 

5. 結論 

在撰寫本文時我們已經將主臆測（即D(B𝑛)＝d(Bn) +
1）的計算實驗驗證到B10，目前數據顯示都符合臆測。以
下將詳細說明本研究接下來的目標與目前結論。 

【表5.1】，我們可看出最短路徑演算法在記憶體使
用量上隨著Bn成長，而最短距離演算法的記憶體使用量始
終都在10Mb左右。最短路徑演算法在計算B11時所預估的
花費時間為27天。 

本研究主要解決兩個問題，一個是氣泡排序圖Bn上的
寬路徑問題，一個是氣泡排序圖Bn上的寬直徑問題，前者
要給定Bn上兩節點，希望找出較短的(n-1)寬路徑連接兩點
，後者是給定Bn，計算出Bn的(n-1)-寬直徑。這兩個問題
都很基本、很重要。前者關於網路路由的問題，後者關於
網路本身的圖論性質。我們的目標即在發展客製的演算法
尋 找 較 短 的 寬 路 徑 ， 並 且 利 用 於 實 證 該 臆 測
∀n≥5dn−1(Bn) = ⁡d1(Bn) + 1。 

表 5.1：最短路徑演算法實驗數據 

網路 節點數 邊數 
記憶體 

用量 

建圖 

耗時 

計算 

耗時 

B4 24 72 27Mb 0.06 秒 1.2秒 

B5 120 480 27Mb 0.11 秒 1.7秒 

B6 720 4,320 29Mb 0.94 秒 2.7秒 

B7 5,040 32,400 35Mb 8.23 秒 25 秒 

B8 40,320 282,240 59Mb 147秒 4.7分 

B9 362,880 2,903,040 327Mb 45 分 1.7小時 

B10 3,628,800 36,259,200 524Mb 15 小時 22 小時 

B11 39,916,800 399,168,000 估 2GiB 12天(估) 15天(估) 
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