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摘要 

凸包是指在歐氏幾何平面上，能包覆一

群散佈於平面上的最小凸集合，其表面積為

最小。簡單來說，可想像成，在一個平面木

板上釘著許多的釘子，而一條剛好能包著所

有釘子的橡皮圈，所包覆的面積就是所有釘

子被包覆的最小面積，而橡皮圈就是釘子的

凸包。  

而我們提出以四元樹資料結構，以遞迴

的方式，先將平面上的點劃分，先形成許多

子凸包，再將子凸包往上合併成一個完整的

凸包來解決凸包問題。 

 

關鍵字:凸包、四元樹。 

 

1. 緒論  

凸包是應用數學和計算幾何中的主要研

究問題之一。而眾所周知的一些問題也與凸

包問題有關，例如，Voronoi Diagram [1]，

Delaunay triangulation [5]。凸包也應用在很多

不同的領域如:圖像處理[7]，地理信息系統

（GIS）[4]，無人地面車輛路徑規劃和二次

表面巡航導彈任務規劃等軍事系統[8]等。  

在 1996年由 Chan.提出的 Chan's algo-

rithm方法[2]，以及 1997年由 Preparata 和

Hong 提出以分而治之演算法 (divide and 

conquer) [6]，都是以合併凸包的方式，解決

凸包問題。而我們這次提出以四元樹資料結

構為概念[9]，結合分而治之演算法 (divide 

and conquer)，來完成凸包。 

分而治之演算法解決凸包問題時，因為

需要排序所有點，再將點劃分成兩等份，形

成兩個凸包後找公切線，將兩凸包合成一個

大凸包，所以其時間複雜度是𝑂(𝑛 log 𝑛)，n

為所有點的數目，如果不排序則轉變成

Chan's algorithm方法，將歐氏幾何平面上所

有點隨機劃分成多個可能重疊的凸包，再合

併成一個完整的凸包。Chan's algorithm的時

間複雜度為𝑂(𝑛 log𝑀)， M 為凸包的頂點數

目，但是將重疊的凸包合併成大凸包需要耗

時的運算，因此演算法實際執行速度相當的

慢。因此，我們使用四元樹的資料結構，省

去分而治之演算法的排序時間，也使凸包不

會重疊，只需合併不重疊的凸包，演算法更

為簡單且實際執行速度快於 Chan's 

algorithm。  

 

2. 背景與基本概念 

 

本章節我們將介紹四元樹和分而治之演

算法(divide and conquer)。  

分而治之演算法(divide and conquer)，用

遞迴的方法將複雜的問題分割成兩個或更多

的子問題，直到子問題不能再進一步的分割

為止，再將子問題一一的解決，而原問題的

解即子問題的解合併。 

 由  Preparata 及 Hong 提出的分而治之演

算法，以合併的方式來解決凸包問題，將歐

氏幾何平面上所有的點做排序，做等份的劃

分，再求子凸包們的公切線，連接公切線，



 

合併子凸包，以完成凸包問題，這方法就是

把問題劃分成多個子問題，一一解決子問

題，即完成問題，也不會讓平面上的點有漏

網之魚的可能。 

四元樹資料結構是由 Finkel與  Bentley 在

1974年所提出的[3]，是指將平面分成四個子

區塊，可以以條件遞迴分割下去，越分越

細。而資料可以為線段、點、三角形等。 

 

3.演算法及其圖解 
 

在本節中，我們介紹以分而之治演算法

為基礎，結合四元樹資料結構的概念，從四元

樹最底層開始，以每層子凸包合併的方式，解

決凸包問題。  

 

3.1 演算法  

 

Function 1.1  建構四元樹資料結構() 

Step 1網格內的點超過四點，即往下分

裂子樹 

Step 2當鄰近的手足(sibling)網格內都沒

有節點，即往上合併為父節點(parent  

node) 

END{建構四元樹資料結構()} 

 

Function 1.2  水平合併凸包() 

  Step 1 找下公切線 

Step 1.1找到左凸包上 x 軸最大的頂

點，與右凸包上 x 軸最小的頂點，分別

為公切線段的左右端點。  

Step 1.2固定左凸包頂點，逆時針找右 

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

 

Fig. 1 四元樹資料結構 (摘錄於[11]) 

Step 1.3固定右凸包頂點，順時針找左 

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

Step 1.4連接最後找到的兩頂點，形成

下公切線。 

  Step 2 找上公切線 

Step 2.1找到左凸包上 x 軸大的頂 點，

與右凸包上 x 軸最小的頂點，分別為公

切線段的左右端點。 

Step 2.2固定左凸包頂點，順時針找右

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

Step 2.3固定右凸包頂點，逆時針找左

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

Step 2.4連接找到的兩凸包頂點，形成

上公切線。 

END{水平合併凸包()} 

 

Function 1.3 垂直合併凸包()  

  Step 1 找左公切線 

Step 1.1找到上凸包上 y 軸最小的頂

點，與下凸包上 y 軸最大的頂點，分別

為公切線段的左右端點。  

Step 1.2固定上凸包頂點，逆時針找下

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

Step 1.3固定下凸包頂點，順時針找上

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

Step 1.4連接找到的兩凸包頂點，形成

左公切線。 

Step 2  找右公切線 

Step 2.1找到上凸包上 y 軸最小的頂

點，與下凸包上 y 軸最大的頂點，分別

為公切線段的左右端點。  

Step 2.2固定上凸包頂點，順時針找下 

https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=J._L._Bentley&action=edit&redlink=1


 

  

(a) step1.1 (b) step1.2 

  

(c) step1.3 (d) step1.4 

Fig. 2水平合併凸包 Function2.2 (找下公切線) 

(摘錄於[10]) 

 

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線

會穿越凸包)為止。 

Step 2.3固定下凸包頂點，逆時針找上

凸包上的頂點，直到無法相連(公切線 

會穿越凸包)為止。 

 END{垂直合併凸包()} 

 

演算法: 以四元樹為基礎之凸包演算法() 

Step 1  由歐氏幾何平面上 n個點裡，找出

x 軸最大值以及最小值的點，y 軸

最大值以及最小值的點，形成最小

的矩框。 

Step 2   將最小矩框剖分形成⌈√𝑛 ⌉×⌈√𝑛 ⌉

的網格。 

Step 3   Call Function 2.1 依網格內節點數

量，建構四元樹資料結構。 

Step 4   合併凸包。從四元樹最底層子節點

開始，往上依序交錯水平  (Call 

Function 2.2)及垂直(Call Function 

2.3)合併凸包，直到剩下最頂層，

並得到最後單一凸包。 

END{以四元樹為基礎之凸包演算法()} 

 

3.2. 演算法圖解 

 

 凸包演算法的圖解步驟為以下的 Fig. 3，

Fig. 3(a)- Fig.3(b)先形成最小矩框，用網格劃分

所有節點，Fig. 3(c)以四元樹概念，當網格裡

的節點超過四點，則往下分割成子樹，亦或者

往上形成父節點，接著 Fig. 3(d)-(k) 從四元樹

資料結構最底層開始，以交錯水平及垂直的方

式合併凸包，依序層層向上合併，最後在頂層

完成最後凸包。 

 

4.效能分析 

 
 本章節為凸包正確性及時間複雜度之敘

述。 

 

 

(a)形成最小矩框 

 

(b)劃分為⌈√𝑛 ⌉×⌈√𝑛 ⌉的網格  



 

 

(c)各網格的點往下分割或往上成樹 

 

(d)從四元樹最底層子節點合成小凸包 

 

(e) 水平合併倒數第二層子節點 

 

(f) 垂直合併倒數第二層子節點 

 

(g) 水平合併倒數第三層子節點 

 

(h) 垂直合併倒數第三層子節點 

 

(i)水平合併倒數第四層子節點 

 

(j)垂直合併倒數第四層子節點 



 

 

(k)完成凸包 

Fig.3 演算法細部圖解 

 

4.1 凸包之正確性 

 

 我們的方法，是將 divide and conquer 演  

算法，原本提出將平面上所有的點 n 分割的 

方式，以四元樹資料結構來分割，這樣能省

去原本需要排序點的時間，而後面合併的部

分已原本的 divide and conquer 演算法是一致

的，所以不會有任何點遺漏，以確保正確

性。  

 

4.2 時間複雜度 

 

在我們的演算法中，時間複雜度為 O(n 

log n)，其中 n 為二維平面上所有的節點，在

Step 1中尋找最小矩框，尋找所有的點，時

間複雜度為𝑂(𝑛)。Step 2將矩框均分為√𝑛 ×

√𝑛 的網格，時間複雜度為𝑂(𝑛)，Step 3中建

構四元樹需要 O(n)時間及 Step 4，每次往上

合併凸包需要𝑂(𝑛)時間，共需要 O(log n)

次。  

總結 Steps 1-4，我們得出演算法的時間

複雜度為 O(n log n)。 

 

5.結論 

 
 我們提出以四元樹的資料結構，先將歐

氏幾何平面上的點，以四元樹的資料結構做

劃分，再求子凸包們的公切線，連接公切

線，合併子凸包，以完成凸包問題。 

比起先前的分而治之演算法，我們省去

了一開始需要排序點的時間，降低時間複雜

度，也不會使凸包重疊，只需合併不重疊的

凸包，演算法更為簡單且實際執行速度快於

Chan's algorithm，且也不會有漏網之魚的可

能。  
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