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摘要 

 
給定一個無向圖G(V,E,l)及一個非負數的長

度函數l在邊上，和一個正整數p，0<p<|V|，對
於一個p個節點的集合V'，|V'|=p，而V'以外的每
個節點可透過最短路徑連到V'內最近的節點，用
符號dG(v,V')表示。而一個圖的離心率£C(V')對於
一個p個節點的集合V'，定義為V'以外的每個節
點到其V'內最近的節點中最遠的那一段距離(路
徑)的值(i.e., £C(V')=max v∈V\V' dG(v,V'))。一個圖的
中位距離£M(V')對於一個p個節點的集合V'，則定
義為V'以外的每個節點到其V'內最近的節點中
的 距 離 ( 路 徑 ) 值 加 總 (i.e., £M(V')=∑v∈V\V' 
dG(v,V'))。p-中心位點問題(p-centdian problem)
定義為在圖G中找一個p個節點的集合P，使得
£C(P)+£M(P)要最小。p-中心位點問題可應用在
設備配置(facility location)上需同時滿足最大傳
輸時間(離心率)及整體傳輸時間(中位距離)的條
件。p-中心位點問題不難證明為NP-hard。本研
究為此問題設計一個exhaustive search的正確演
算法來找到此問題的最佳解，並採用local search
技術來設計兩個啟發式演算法以加快其執行時
間，並透過TSPLibrary(TSP-Lib)資料模擬測試這
兩個啟發式演算法與最佳解之間的倍率及時
間，實驗結果顯示我們的演算法所得的解與最
佳解的倍率大約為1.017至1.046之間，最高到
1.21倍。在執行效率上，我們的啟發式演算法1
所用之時間平均為2.7至17毫秒（ms）及啟發式
演算法2所用之時間平均為1.5至7毫秒（ms）。 
 
1 緒論 
 

本計畫所要研究的是 p-中心點問題(p-Center 
(pC) problem) [1,2,3]與 p-中位點問題(p-Median 
(pM) problem) [1,3,4]的雙準則網路設計問題
(bicriteria network design problems)：p-中心位
點問題(p-centDian (pD) problem) [5,6]。給定一
個無向圖 G(V,E,l)及一個非負數的長度函數 l 在
邊上和一個正整數 p，0<p<|V|，對於一個 p 個
節點的集合 V'，|V'|=p，而 V'以外的每個節點
可透過最短路徑連到 V'內最近的節點，用符號
dG(v,V')表示。而一個圖的離心率£C(V')對於一
個 p 個節點的集合 V'，定義為 V'以外的每個節
點到其 V'內最近的節點中最遠的那一段距離(路

徑)的值(i.e., £C(V')=maxv∈V\V' dG(v,V'))。一個圖
的中位距離£M(V')對於一個 p個節點的集合 V'，
則定義為 V'以外的每個節點到其 V'內最近的節
點中的距離 (路徑 )值加總 (i.e., £M(V')=∑v∈V\V' 
dG(v,V'))。p-中心點(p-Center (pC))問題定義為
在圖 G 中找一個 p 個節點的集合 P，使得 P 的
離心率要最小  [1,2,3]。 p-中位點 (p-Median 
(pM))問題定義為在圖 G 中找一個 p 個節點的集
合 P，使得 P 的中位距離要最小 [1,2,4]。pC 及
pM 問題有許多的應用在設備配置 (facility 
location) [1-4,7-15]與社交網路(social network)
關鍵人物(influential person)選定及分析 [16,17]
上。然而 pC 與 pM 問題的最佳解在設備配置問
題上都有可能造成 tradeoff，要整體的傳輸(延
遲)時間(中位距離)最短但是最大傳輸(延遲)時
間(離心率)可能會很長或是最大傳輸(延遲)時間
(離心率)很短但是整體的傳輸(延遲)時間(中位
距離)卻很長。Halpern [18-19]提出了一種方式
要同時滿足最大傳輸(延遲)時間及整體傳輸(延
遲)時間的一種雙準則(bicriteria)問題：中心位
點(centdian)問題。Hooker [5]等人擴展 centdian
問題到 p-centdian problem。給定一個無向圖
G(V,E,l)及一個非負數的長度函數 l 在邊上，和
一個正整數 p，0<p<|V|，p-中心位點問題
(p-centDian (pD) problem)定義為在圖 G 中找一
個 p 個節點的集合 P，使得£C(P)+£M(P)要最小
[5,6]。因為 pC 及 pM 問題為 NP-hard，不難證
明 pD 問題也是 NP-hard 就算輸入的圖形是
metric graphs（完全圖並滿足三角不等式）下。
在圖形為 metric graphs 下，Tamir 等人 [6]宣稱
透過 Bartal [20,21]提出的在解 pM 問題的
randomized 演算法下，pD 問題將可得到一個近
似率的期望值為 O(log |V| log log |V|)的
randomized 近似演算法。本論文我們將提出兩
個簡單的啟發式演算法(heuristic algorithm)去解
pD 問題，並觀察其執行時間且實作窮舉的方法
找出最佳解來觀察我們的啟發式演算法所得的
解與最佳解之間的倍率（我們的演算法所得出
的解的值除以最佳解的值）。我們的啟發式演
算法將使用 TSPLibrary(TSP-Lib) [22]內的資料
進行模擬。 

 

本論文第二章我們將描述我們的啟發式演算



法來解決 pD 問題。第三章利用我們的啟發式演
算法對一些 TSP-Lib 內的資料進行模擬
(simulation)測試，藉此說明我們的啟發式演算法
與正確演算法的關係。最後第四章為結論及說
明 pD 問題的未來研究方向。 

 
2 啟發式演算法應用於 p-centdian 問題 
 
    本章中，我們設計兩個啟發式演算法來解
決 pD 問題，找出問題的合法解。底下我們敘述
我們演算法的設計過程 

我們的演算法是採用簡單的 local search [23]的
技術。此方法的精神是先選取一個合法解
(feasible solution)，接下來找尋某個在合法解外
的節點加入合法解並移除原先合法解中的某個
節點，產生新的合法解。如果此新的合法解的
距離小於原先合法解就替換，否則就再找到合
法解外的節點重複下去，直到不能再透過替換
一個節點便可改善距離就結束。此方法用在設
備配置的 p-median 問題上會得到一個 5 倍的近
似解。然而用在設備配置的 p-center 問題的近似
率為 O(log |V|) [23,24] (Note. 設備配置的
p-median & p-center 問題不同於本論文中定義
的 p-median & p-center 問題)。我們想要實作此
演算法在 pD 問題下會有什麼結果。底下我們列
出我們的 local search 演算法針對 pD 問題。我
們用 len(P)來表示一個 pD 問題的合法解 P(p 個
節點)其£C(P)+£M(P)的值。 

Algorithm Local Search. 

1. P ← any feasible solution for the p-centdian    

   problem 

2. While ∃ s ∈ P and s'		P such that  

  len(P – s + s') < len(P), 

  do P ←  P – s + s' 

3. Return P 

Arya 等人證明此演算法有 5 倍的近似率針對設
備配置的 p-median 問題 [23]。然而此方法的時
間複雜度會是指數時間。因此他們將步驟 2 修
正為 

2. While ∃ s ∈ P and s'		P such that  

len(P − s + s') < (1-) len(P), 

do P ←  P − s + s' 

很簡單的觀察會發現修正後此演算法執行的時
間是跟 input size 和 -1成多項式關係。 

 

現在，我們詳細的描述我們的 Local search 演算
法如下 

 

啟發式演算法 1 (Heuristic Algorithm 1) : 

輸入: 一個無向完全圖 G=(V,E)，每個邊上有非 

負數之長度函數(需滿足三角不等式)，以 

及數值 p（p1）。 

輸出: 一個節點集合 P，|P|=p， 

 

Step 1: 任選 V 內的 p 個節點形成一個節點集合 
P 並計算£C(P)+ £M(P)。 

Step 2: While ∃ a vertex s ∈ P and a vertex s'		P 
such that £C(P – s + s')+£M(P − s + s')< 
£C(P)+ £M(P) 

do P← P − s + s' 

Step 3: Return P 

 

很明顯地此演算法一定會停止，當我
們每次改良一個合法解直到找到P為pD問題的
最佳解時。然而因為此演算法會一直執行，直
到沒有 s'能夠與 s 交換，最糟可能會執行到指數
時間，所以我們也用 Greedy 方式稍微修正啟發
式演算法 1 得到啟發式演算法 2 (Greedy local 
search)如下: 

 

啟發式演算法 2 (Heuristic Algorithm 2) : 

輸入: 一個無向完全圖 G=(V,E)，每個邊上有非 

負數之長度函數(需滿足三角不等式)，以 

及數值 p（p1）。 

輸出: 一個節點集合 P={s1,s2,...sP}，|P|=p， 

 

Step 1: 任選 V 內的 p 個節點形成一個節點集合 
P={s1,s2,...,sp}並計算£C(P)+ £M(P)。 

Step 2: For i=1 to p do 

For each vertex s'	 P	do 

Step 2.1 

If £C(P−si+s')+£M(P−si+s')<£C(P)+£M(P) 

Then 

Step 2.1.1  P ← P − si + s' 

Step 2.1.2  si ← s' 

EndIf 

EndFor 

EndFor 

Step 3: Return P 

 

很明顯地，此演算法的時間複雜度
為:O(p|V|3)。 



圖 1：輸入為在 TSP-Lib 內的完全圖，節點數在 22~124 個範圍時，啟發式演算法 1、啟發式演算法 2
耗時比較（單位：毫秒）。每個點的值是執行 23 組資料後的平均值。 

 

3 實例驗證 
 

    本章中，我們將針對第二章所設計的演算
法來進行實際的程式模擬。我們藉由 exhaustive 
search 的正確演算法(exact algorithm)、啟發式演
算法 1 與啟發式演算法 2 進行時間效率的分
析，我們也會觀察兩個啟發式演算法所產生的
£C(P)+£M(P)的值與最佳解的值之間的倍數（近
似率）關係。近似率(ratio)是拿我們設計的啟發
式演算法所得出的解的值除以最佳解的值。正
確演算法是利用暴力法窮舉所有 p 個節點組合
得到的最佳解。本次模擬實驗使用 Eclipse 撰寫
Java 程式，作業系統平臺為 64 位元 Microsoft 
Windows 7 SP1 。 處 理 器 使 用 Intel Core 
i5-6500，時脈 3.2GHz，記憶體為 8GB。實驗是
以 TSPLibrary(TSP-Lib) [22]資料來模擬測試。
我們分別使用 22~124 個節點與 127~299 個節點
之完全圖（長度符合 metric）並用二維陣列儲存
無向完全圖之節點及其距離。第一小節中，我
們模擬的情形是使用 22~124 個節點的完全圖
(TSP-Lib 22~124)。第二小節中，我們模擬的情
形是使用 127~299 個節點的完全圖(TSP-Lib 
127~299)。 

3.1 圖的節點數為 22~124 時的案例 

    本小節中我們實測當輸入的圖有 22~124個
節點時，啟發式演算法 1、啟發式演算法 2 與正
確演算法所產生的解之間的關係。模擬將 p 設
定為 2 到 6 個節點的情形，實驗中欲輸入的圖
我們取自 TSP-Lib。因為 TSP-Lib 內的圖大致節
點數都不一樣，所以我們在當中選取出 23 組完
全圖，其節點範圍在 22~124 之間並將執行後的
結果取平均。 

表 1.分別列出了啟發式演算法 1 與啟發式
演算法 2 所產生出的解與最佳解之間的近似率

(ratio)的平均值，()內為標準差。實驗結果顯示
這兩個演算法的近似率十分接近 1。而且啟發式
演算法 1 比啟發式演算法 2 好，這是相當直覺
的，不過啟發式演算法 2 最高會到 1.21 倍，這
樣的結果看似也可以接受。雖然我們未能以數
學證明我們的解離最佳解的倍率，然而實驗數
據顯示我們的解不失為一個好的結果。 

p 2 3 4 5 6 

近 似

率(啟

發 式

演 算

法 1)

1.0048

(0.0131)

1.0047

(0.0159)

1.0090 

(0.0136) 

1.0106 

(0.0126) 

1.0202

(0.0359)

近 似

率(啟

發 式

演 算

法 2)

1.0196

(0.0366)

1.0209

(0.0266)

1.0457 

(0.0478) 

1.0274 

(0.0175) 

1.0382

(0.0359)

表 1. pD 問題的近似率模擬結果(找出最佳解分
別與啟發式演算法 1 及啟發式演算法 2 的解間
的差異)，針對輸入為在 TSP-Lib 內的完全圖，
節點數在 22~124 個範圍時的情形。近似率為我
們這兩個啟發式演算法的解的值除以最佳解的
值。每個數據的值是執行 23 組資料後的平均
值，()內為標準差。 



圖 2：輸入為在 TSP-Lib 內的完全圖，節點數在 127~299 個範圍時，啟發式演算法 1、啟發式演算法 2
之耗時比較（單位：毫秒）。每個點的值是執行 23 組資料後的平均值。 

圖 1.列出了啟發式演算法 1 與啟發式演算
法 2 在時間上的比較結果，因正確演算法執行
的時間差距非常大，所以未將其時間列於圖
中。橫座標是 p，縱座標是執行的時間(毫秒)。
在 p 為 2 時，正確演算法在執行上平均需花
15.609 毫秒、啟發式演算法 1 平均需花 3.739 毫
秒，啟發式演算法 2 平均需花 3.13 毫秒。在 p
為 5 時，正確演算法平均需花 8059697.391 毫
秒、啟發式演算法 1 平均需花 4.391 毫秒，而啟
發式演算法 2 平均僅花 1.478 毫秒。啟發式演算
法 1 平均落在 2.7 至 4.4 毫秒之間，而啟發式演
算法 2 則平均落在 1.5 至 3.1 毫秒之間，啟發式
演算法 2 在執行速度上是優於啟發式演算法 1
的。而且最差時會差距 18 倍以上。然而實驗結
果顯示啟發式演算法 2 其合法解的值也是相當
接近最佳解的值，且在時間上明顯有效率。 
 

3.2 圖的節點數為 127~299 時的案例 

    本小節中我們實測當輸入的圖有 127~299
個節點時，啟發式演算法 1、啟發式演算法 2 與
正確演算法產生的解之間的關係。p 仍是設定為
2 到 6 個節點，從 TSP-Lib 中選取出 23 組完全
圖，其節點範圍在 127~299 之間並將執行後的
結果取平均。 

    表 2.分別列出了啟發式演算法 1 及啟發式
演算法 2 所產生出的解與最佳解之間的近似率
(ratio)，()內為標準差。實驗結果顯示啟發式演
算法 1 的近似率較低但啟發式演算法 2 平均的
近似率也不會高於 1.04 倍。兩個演算法結果都
算是不錯的。 

表 2. pD 問題的近似率模擬結果(找出最佳解分
別與啟發式演算法 1 及啟發式演算法 2 的解間
的差異)，針對輸入為在 TSP-Lib 內的完全圖，
節點數在 127~299 個範圍時的情形。近似率為
我們這兩個啟發式演算法的解的值除以最佳解
的值。每個數據的值是執行 23 組資料後的平均
值，()內為標準差。 

p 2 3 4 5 6 

近 似

率(啟

發 式

演 算

法 1)

1.0051

(0.0124)

1.0070

(0.0136)

1.0078 

(0.0123) 

1.0045 

(0.0059) 

1.0145

(0.0189)

近 似

率(啟

發 式

演 算

法 2)

1.0173

(0.0356)

1.0250

(0.0281)

1.0284 

(0.0298) 

1.0284 

(0.0220) 

1.0392

(0.0267)



圖 2.列出了啟發式演算法 1 與啟發式演算法
2 兩個演算法在時間上的比較結果。圖的節點數
為在 127~299 的範圍，橫座標是 p，縱座標是執
行的時間(毫秒)。在 p 為 2 時，正確演算法平均
需花 75.652毫秒，啟發式演算法 1平均需花 8.13
毫秒，而啟發式演算法 2 需要 6.652 毫秒。在 p
為 4 時，正確演算法平均需花 5518357.783 毫
秒，啟發式演算法 1 平均需花 17 毫秒，而啟發
式演算法 2 平均僅需 5.609 毫秒。啟發式演算法
1 與啟發式演算法 2 的時間明顯低於正確演算
法，這應該是很直覺的，因為正確演算法的時
間複雜度成指數成長。分別觀察 3.1 小節與 3.2
小節可以顯示，這兩個啟發式演算法的近似率
(倍率)似乎不受圖內節點個數多少而影響。  

4 結論及未來研究方向 

本研究探討 p-中心位點問題 (p-centdian 
problem)，我們對此問題設計 2 個啟發式演算法
來找出問題的合法解。透過實驗顯示啟發式演
算法 1(Local search)的倍率大約為 1.005 至 1.02
之間。啟發式演算法 2(Greedy local search)的倍
率大約為 1.017 至 1.046 之間。這兩個演算法跟
最佳解間的倍率不受圖內節點個數多少而影
響。未來我們希望能找出理論證明我們的啟發
式演算法 1 有一個常數倍的近似解，並且設計
一個正確演算法，其時間可以比暴力演算法來
得快。 
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