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摘要 
 

基因重組字首反轉排序問題，又稱為煎餅
反轉問題，目的在找出由一組原始基因反轉排
序至完全基因序列所需最少反轉次數，此問題
最佳解目前仍為 Open Problem。假設序列長度
為 n，Gates 及 Papadimitriou 利用線性規劃提
出反轉次數上限值為(5n+5)/3，但反轉次數應該
為整數而非實數，因此線性規劃分析方法是錯
誤的。本論文針對此問題，利用整數規劃方法，
重新推導並更新基因重組字首反轉排序次數，
當 n 為 3k，3k+1 以及 3k+2， k∈Zା，整數上限
值分別為 5k+1，5k+3 以及 5k+5。 

 
 

1  簡介 
 

基因重組(Genome Rearrangements)問題是
兩個不同物種擁有相同基因，但不同的基因排
列順序，可以互相演化。本論文研究利用字首
反轉排序(Sorting by Prefix Reversals)方法，找出
由一組原始基因反轉排序至完全基因序列所需
最少反轉次數，又稱煎餅反轉問題 (Pancake 
Flipping Problem)[1-5]。圖一為原始序列52134，
利用三次字首反轉方式，轉成完全序列 12345。 

 
5  2  1  3  4 
4  3  1  2  5 
2  1  3  4  5 
1  2  3  4  5 

圖一：序列 52134 字首反轉成序列 12345 
 

此問題之最少反轉次數最佳解，到目前仍
然是 Open Problem。假設序列長度為 n，Gates
及 Papadimitriou[1]於 1979 年，利用線性規劃
(Linear Programming)方法，推導出反轉次數上
限值為(5n+5)/3。然而反轉次數為整數並非實數，
之前線性規劃分析方法是錯誤的。因此本論文
針 對 此 問 題 ， 利 用 整 數 規 劃 (Integer 
Programming)方法，推導出更新的正確基因重組
字首反轉排序整數上限值。 
 
 
2  線性規劃方法 

  
Gates 和 Papadimitriou[1]演算法中，線性

規劃列式如下：n 為原始序列長度，x1、x2、x3、
x4、x5 及 x7 分別代表不同類型的字首反轉，b

為原始序列區塊(Blocks)數目，a 為原始序列相
鄰字元(Adjacencies)數目。其中字首反轉 x3，又
可以細分成四種不同類型的字首反轉：x31、x32、
x33 及 x34。  

a.b

,x+x+x+x=x

,x+x+x+3x+3x+3x+2x+x+x1-n

,1x-x-2x-x-x-xb

..

x+2x+x+4x+x+x=z 

343332313

7543433323121

753433311

754321






a

ts

Max

把b≦a代入第二個限制式，列式修正為： 

.x+x+x+x=x

,1-nbx+x+x+3x+3x+3x+2x+x+x

,1x-x-2x-x-x-xb

..

x+2x+x+4x+x+x=z 

343332313

7543433323121

753433311

754321




ts

Max

利用對偶方法推導出結果為： 

0bxxxx

2)/3-(nx=x

1)/3(nx

7)/3-(5nz

7542

313

1






 

最後 z 值要再加上反轉成完全序列最多需
額外 4 次字首反轉，所以基因重組字首反轉排
序上限值為(5n-7)/3 + 4 = (5n+5)/3。 
 
 
3  整數規劃方法 

 
上述線性規劃計算結果發現，z 值及各 xi

變數值定義為反轉次數，但是結果並非整數。
現在我們把 x3用 x31 + x32 + x33 + x34 代入並利用
線性規劃 Big M 方法加入變數 A 及 c，M 代表
極大值，重新列式如下： 

.1-ncbx+x+x+

3x+3x+3x+2x+x+x

,1Ax-x-2x-x-x-xb

..

AM-x+2x+x

4x+4x+4x+4x+x+x=z 

754

3433323121

753433311

754

3433323121






ts

Max

 

計算結果如下，執行過程在表一： 



0cbAxxxxxxx

2)/3-(nx

1)/3(nx

7)/3-(5nz

7543433322

31

1







 

計算結果發現，z 值及各 xi 變數值並非整
數。考慮 n 的三種狀況：3k, 3k+1,以及 3k+2，
k∈Zା，利用分枝界定法(Branch and Bound)及線
性規劃方法來推導出整數的 z 值及各 xi變數。 
[Case I: n = 3k] 

令 n = 3k，利用線性規劃計算結果如下： 

0cbAxxxxxxx

(2/3)-kx

)3/1(kx

/3)7(-5kz

7543433322

31

1







 

結果中可發現，z 值及各 xi變數值並非為整數。
接著如圖二利用分枝界定法，最後推導出 z 值
及各 xi變數值的整數解有兩組如下。 

0cbAxxxxxx

2x

2-kx

1kx

3 -5kz (i)

743433322

5

31

1








 

0cbAxxxxxx

1x

1-kx

kx

3 -5kz (ii)

753433322

4

31

1







 

比較特別的結果是(i) x5 = 2，以及(ii) x4 = 1，多
了 Gates 和 Papadimitriou 原先分析結果所沒有
的字首反轉類型。因為 x2 和 x4 在列式中條件一
致，因此得到額外的第三組解： 

0cbAxxxxxx

1x

1-kx

kx

3 -5kz (iii)

754343332

2

31

1








 

[Case II: n = 3k+1] 
令 n = 3k+1，利用線性規劃計算結果如下： 

0cbAxxxxxxx

(1/3)-kx

)3/2(kx

2/3)(-5kz

7543433322

31

1







 

結果中可發現，z 值及各 xi變數值並非為整數。
利用圖三的分枝界定法，最後推導出 z 值及各
xi 變數值的整數解如下。 

0cbAxxxxxx

1x

1-kx

1kx

1 -5kz

743433322

5

31

1








 

發現比較特別的是 x5 = 1，x5 類型的字首反轉出
現反轉一次。 
[Case III: n = 3k+2] 

令n = 3k+2，利用線性規劃計算結果如下，
可發現 z 值及各 xi 變數值皆為整數，不需要再
利用分枝界定法。 

0cbAxxxxxxx

k2]/3-2)(3k[x

1k1]/32)(3k[x

15k7]/3-2)[5(3kz

7543433322

31

1







 

上述三種結果，再加上轉成完全序列最多
需額外 4 次字首反轉，最後整理出表二的基因
重組字首反轉排序上限值的整數解：(i)n=3k，
上限值為(5k-3) + 4 = 5k+1；(ii)n=3k+1，上限值
為(5k-1) + 4 = 5k+3；(iii)n=3k+2，上限值為(5k+1) 
+ 4 = 5k+5，k∈Zା。 
 
 
4  結論 

 
Gates 及 Papadimitriou 利用線性規劃提

出上限值為(5n+5)/3 ，但反轉次數為整數並非
實數，因此線性規劃分析方法是錯誤。本論文
利用整數規劃方法，重新推導並更新正確的基
因重組字首反轉排序整數上限值。 
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表一：利用線性規劃 Big M 方法計算 Gates 和 Papadimitriou 演算法結果 
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b୧ 

b୧

a୧୨
 

x1 x2 x31 x32 x33 x34 x4 x5 x7 b c A 
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0 c 1 1 2 3 3 3 1 1 1 1 1 0 n-1  

 zj -M 0 M 0 M 2M 0 M M -M 0 -M -M  
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1 x1 1 0 -1 0 -1 -2 0 -1 -1 1 0 1 1  
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x1 = k + 
ଵ

ଷ
 

x31 = k - 
ଶ

ଷ
 

z = 5k - 


ଷ
 

 x1≦k              x1≧k+1  

x1 = k 

x31 = k - 1 

x32 = 
ଵ

ଷ
 

z = 5k - 
଼

ଷ
 

 x32≦0                 x32≧1       

x1 = k 
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ଶ

ଷ
 

A = 
ଵ

ଷ
 ，B = 

ଵ

ଷ
 

z = 5k - 
଼

ଷ
 

 x31≦k-1               x31≧k                  

x1 = k 

x31 = k - 1 

x4 = 1 

z = 5k - 3 

 

圖二：n=3k，利用分枝界定法及線性規劃方法推導出整數的 z 值及各 xi 變數 

 

 

 

x1 = k + 
ଶ

ଷ
 

x31 = k - 
ଵ

ଷ
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ଶ

ଷ
 

x1≦k                         x1≧k+1     

x1 = k 

x31 = k - 1 
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ଶ

ଷ
 

z = 5k - 
ସ

ଷ
(Bound) 

 

圖三：n=3k+1，利用分枝界定法及線性規劃方法推導出整數的 z 值及各 xi變數 

 

 

x1 = k+1 

x31 = k-2 

x5 = 2 
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ଶ
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No feasible solution 

x1 = k+1 

x31 = k 

x5 = 1 

z = 5k - 1 



 

表二：基因重組字首反轉排序上限值之整數解 

 

n 3k 3k+1 3k+2 

  

Solutions 

1x

1-kx

kx

3 -5kz (iii)

1x

1-kx

kx

3 -5kz (ii)

2x

2-kx

1kx

3 -5kz (i)

2

31

1

4

31

1

5

31

1

















 

1x

1-kx

1kx

1 -5kz

5

31

1







 
kx

1kx

15kz

31

1





 

Flips 5k+1 5k+3 5k+5 

 

 


