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几乎递增的最长子序列
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给定一个包含 n 个元素的序列，我们引入了一个几乎递增子序列的概念，即通过给每个

元素添加一个值（最多是一个固定常数），可以转换为递增子序列的最长子序列。我们

展示了如何在 O(n log k) 时间内优化构造这种子序列，其中 k 是输出子序列的长度。
© 2010 Elsevier B.V. 版权所有。保留所有
权利。

1. 导言

最长递增子序列（LIS）是长度最大的子序列，其中

每个元素都大于前一个元素。最长递增子序列问题指的

是产生子序列或仅仅找出其长度。70 年前，Robinson 

[16] 首次提出了这个问题。该问题的经典动态编程算法

出现在许多算法教科书中[9]，是由申斯泰德[17]提出的

。该算法的运行时间为 O(n log k)，其中 n 是输入序列

的长度，k 是最长递增子序列的长度。Knuth[14]给出了

与 Young tableaux 有关的问题的生成式。Fredman [12] 

证明，在比较树模型中，O(n log n)的比较对于找出长

度或产生子序列既是必要的，也是适当的。代数决策树

模型也证明了同样的下限 [15]。如果输入序列是整数 1 

到 n 的排列组合，那么引入的算法可以在 O(n log log n) 

时间内构造出最长的递增子序列 [8,13]。

这个问题在实践中非常重要。其他一些问题也涉及 LIS 

结构（例如，见 [5]）。
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最近，它在用于基因组比对的 MUMmer 系统[10]中得到

了应用，因而变得更加重要。

一个相关的问题是最长公共子序列（LCS）问题，该

问题考虑两个序列，并找出在两个序列中出现顺序相同

的一系列条目。请注意，我们可以将 LCS 算法应用于序

列及其排序结果，从而得到一个最长的递增子序列。

LIS 问题有 几种变体。循环列表的最长递增子序列（

LICS）假定输入序列是循环的。循环列表最长递增子序

列（LICS）的运行算法在预期的
O(n /32  log n) 时间在 [3] 中给出。最佳最坏情况
已知的边界为 O(n2 )，可以使用 [4] 中的技术实现。另

一种变式是找到位于所有指定宽度滑动窗口中的最长

递增子序列。文献[4]给出了一种算法，其运行时间与

输出子序列的大小成正比，同时还给出了构建一个 LIS 

的加法边界。文献[2]讨论了 LIS 问题的广义化，其中

给出了一组固定的排列组合，任务是针对给定的输入

序列，计算与给定排列组合之一阶同构的最长子序列

。LIS 问题适用于此类排列为同序排列的情况。

这个问题的组合学也同样重 要 。从厄尔多斯和塞克

雷斯的研究开始
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的长度进行了研究。长度为 n 的均匀随机排列的 LIS 长度

的完整极限分布

在 [6] 中给出。结果表明，LIS 的预期长度接近 2
,
 n。

假设我们正在考虑对以下过程进行监测
活动的性能。一旦该活动在与大量经过认可的历史快照

进行比较时表现良好，我们就认为该活动表现良好。如

果该活动严格来说在之前选定的这些点中表现较好，但

却选择了最大数量的点，这就过于局限和不公平了。这

一概念需要放宽，以反映良好的进展，而不一定是迄今

为止选出的最佳点。另一方面，在一些应用中，数据项

存在少量噪声。因此，需要一个宽松版本的 LIS 问题。
在本文中，我们引入了 LIS 问题的一个变体

我们称之为最长几乎递增子序列 （LaIS）问题。我们允

许从目前出现的最大元素中最多减少一个常数值。给定

一个序列 (x1 ,  x2  , . . .,  xn ) 和一个常数 c > 0，我们的目

标是构造一个最长子序列 (y1 ,  y2  , . ..,  y )k
这样，6i yi > max yi—1 

j - c。我们给出一个渐近的

最大元素为 x 的 子序列j ，且 j 为最小值。对于每个这样

的子序列，只需跟踪其长度 lj ，以及 x 之前的元素中最大

元素的最小索引 p jj 。在第 i 次迭代中，要执行两项任务

：第一项任务是找到一个最长的几乎递增的子序列，其最

大元素为 xi 。这个子序列的构建���法是，将 xi 追加到

迄今为止找到的最长的子序���中，其最大元素为 x 。

i更具体地说，我们在所有具有 xj < xi 的索引 j < i 中寻

找一个索引 ir < i，使得 li r ≥ lj 。然后将长度 li 设为 li r 

1，并将索引 pi 设为 ir。第二项任务是将 xi 附加到迄今

为止找到的最大元素大于或等于 xi 且小于 xi c 的每个子

序列。更具体地说，对于所有 j < i，如果 xi ≤ xj < xi c

，则将 lj 设为 lj 1。经过 n 次迭代后，LaIS 的长度为最

大长度 lm

在算法存储的 l 个i '中。为了构建 LaIS，我们利用 pi 's 

按相反顺序生成子序列。使用与最大长度 lm 对应的元

素 xm ，扫描从 i n 到 m 1 的每个元素 xi ，并输出满足 xm 

c < xi ≤ xm 的元素，然后是 xm 。让 xt 作为按相反顺序输

出的子序列的最后一个元素，扫描从 i = t - 1 到 pt + 1 

的 每 个 元 素  xi ， 并 输 出 满

���������������元素：  i  = t - 1 到  

p + 1。
满足 xpt  - c < xi ≤ xpt   ，然后是 xpt  。前面的

j 1
最优算法，运行时间为 O(n log k)。主要
我们的想法是，将动态编程范式应用于利用指针进行搜

索的数据结构，而不是数组。

2. 递归表述

让 LaIS(h,i)，h ≤ i，表示 x1 ,..., xi 的元素中几乎递增

的最长子序列，使得最大元素是 xh ，且 h 最小。我们证

明了这两个参数完全表征了任何 LaIS，并用较小 问题的

解来重新表达 LaIS。

关键的一点是，任何 LaIS(h,i)，h < i，都可以按照关

系拆分成两个独立的（h 值除外）子序列：

LaIS(h, i) = LaIS(h, h) - T (h, i)、

其中，" "是连接操作，T (h, i) 是包括 xh1   , . . . ,  xi 中满

足 xh c < xj ≤ xh 的每个元素 xj 的子序列。

第二个观察结果是，LaIS（h，h）可以表示为

LaIS(h, h) = LaIS i
¡r , h - 1

¢ 
 - (xh  )、

其中 length(LaIS(ir, h 1) )的最大值为r r

重复这一步骤，直到我们得到表示子序列第一个元素的 pt 

值（例 如 ，当 pt t 时）。

前面算法的一个直接实现方法是使用两个链接列表

（或两个数组），每个列表的大小都是 n；一个用于 li 

's，另一个用于 pi 's。这种实现方式的运行时间为 O(n2 )

。

示例

假设 c 2，并考虑以下从 1 到 12 的序列：7、15、2

、14、14、6、8、11、17、15、14、
13 .表 1 显示了算法进行 12 次迭代后的两个数组：一个数

组保存长度 li 's（第一行），另一个数组保存索引 pi 's（

第二行）。

因此，LaIS 的长度为 6，这样的子序列有五个：  7, 15, 
14, 14, 15, 14 , 7 , 6, 8, 11,
15, 14 , 2, 6, 8, 11, 15, 14 , 7, 6, 8, 11, 14, 13 和 2, 6, 8、
11, 14, 13 .通常，算法会存储一个 pi ，并重新导入一个 

LaIS。

4.改进后的算法



我们并不存储与每个 xi 对应的一个 li ，而是为每个

长度值存储一个元素。也就是说，在第 i 次迭代后，我

们存储长度为 l 的 zl ' xh ，其中 length(LaIS(h, i)) = l 

和 xh ≤ xh r 适用于所有 hr sat-
在 i < h 之间，满足 xi r < xh 。注意，i 不一定是 满足 length(LaIS(hr, i)) = lr ≥ l。由此可见，zj ≤ z rj

本质上是独一无二的。

3. 基本算法

算法经过 n 次迭代。第 i 次迭代后，算法会在前 i 个元

素中为每个元素 xj 保留一个最长的几乎递增的元素。

为了证明这些元素足以构造一个 LaIS，考虑两个元素 xh > 

xh r，其中 length(LaIS(hr, i)) ≥ length(LaIS(h, i))。给定任

何以 LaIS(h, i) 为前缀子序列的几乎递增的子序列，我们

可以用 LaIS(hr, i) 代替 LaIS(h,i)，得到另一个长度至少相

同的几乎递增的子序列。
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表 1

基本算法的模拟运行

迭代 1 1
1

迭代 1 2
2 1 1

迭代 1 2 1
3 1 1 3

迭代 1 3 1 2
4 1 1 3 1,3

迭代 1 4 1 3 2
5 1 1 3 1,3 1,3

迭代 2 4 1 3 2 2
6 1 1 3 1,3 1,3 3

迭代 2 4 1 3 2 2 3
7 1 1 3 1,3 1,3 3 1,6

迭代 2 4 1 3 2 2 3 4
8 1 1 3 1,3 1,3 3 1,6 7

迭代 2 4 1 3 2 2 3 4 5
9 1 1 3 1,3 1,3 3 1,6 7 2,8

迭代 2 5 1 3 2 2 3 4 5 5
10 1 1 3 1,3 1,3 3 1,6 7 2,8 8

迭代 2 6 1 4 3 2 3 4 5 6 5
11 1 1 3 1,3 1,3 3 1,6 7 2,8 8 8

迭代 2 6 1 5 4 2 3 4 5 6 6 5
12 1 1 3 1,3 1,3 3 1,6 7 2,8 8 8 8

表 2

改进算法的模拟运行。

(a) zi 's 阵列

迭代 1 7
迭代 2 7 15
迭代 3 2 15
迭代 4 2 14 15
迭代 5 2 14 14 15
迭代 6 2 6 14 15
迭代 7 2 6 8 15
迭代 8 2 6 8 11
迭代 9 2 6 8 11 17
迭代 10 2 6 8 11 15
迭代 11 2 6 8 11 14 15

迭代 12 2 6 8 11 13 14

(b) pi 's 阵列

迭代 1 1
迭代 2 1 1
迭代 3 1 1 3
迭代 4 1 1 3 3
迭代 5 1 1 3 3 3
迭代 6 1 1 3 3 3 3
迭代 7 1 1 3 3 3 3 6
迭代 8 1 1 3 3 3 3 6 7
迭代 9 1 1 3 3 3 3 6 7 8
迭代 10 1 1 3 3 3 3 6 7 8 8
迭代 11 1 1 3 3 3 3 6 7 8 8 8

迭代 12 1 1 3 3 3 3 6 7 8 8 8 8

在后面，我们将基本算法第 i 次迭代的第二项任务称

为长度平移（length-shift），即增加每个最大元素 xj 满

足 xi ≤ xj < xi c 的子序列的长度。除了长度移位，改进

后的算法与构造最长递增子序列的算法非常相似 [17]。

如果我们使用数组来存储序列 (z1 , z2 ,...), mim-

根据 [17] 中的算法，我们可以在 O（log k）时间内使用

二进制搜索找到 xi 的前代和 xi c 的前代。但是，长度平

移（现在是通过使用 z zj+1 j 依次覆盖指定范围内的每个 

zj ）需要 O(k) 时间。这样一来，实现过程只需 O(nk) 

时间，仍未达到所宣称的约束。
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示例

回到第 3 节的例子，c 为 2，输入序列为 7、15、2

、14、14、6、8、11、17、15、14、13。我们在表 2 

中显示了算法进行 12 次迭代后的两个数组：一个数组

保存了 zi 's （a 部分），另一个数组保存了 pi 's 的索引

（b 部分）。

该版本算法报告的 LaIS 将为（2、6、8、11、14、
13）。

5.数据结构

为了达到所宣称的 O(n log k) 约束，内循环必须在 

O(log k) 时间内执行。为了方便地实现长度平移，我们

将 zj 保存为一个有序链表，其中保存 zj 的节点指向保存

其后继元素 zj+1 的 节点。在每次迭代过程中，我们都

会搜索 xi 的前一个节点。然后在该位置后插入一个包

含 xi 的节点。要进行长度移动，需要确定相应的节点

范围，并删除范围内最后一个节点的后继节点（如果存

在）。为了构建子序列，我们仍然为 pi 's 保留一个数组

。

该数组每次迭代修改一次，之后用于生成输出结果。

总之，算法的每次迭代都会执行：两次前代搜索、一

次后代搜索、一次插入和一次可能的删除。

算法 1 LaIS 算法的伪代码。

1: for i 1 to n do 2： v

new_node() 3：
v.value xi

4: v.index i
5: predecessor predecessor(xi )
6: if (pred null) then
7: pi  pred.index

8: 其他
9: P Ii

10: end if

11: 插入（v）
12: s successor(predecessor(xi c))
13: if (s null) then

14: 删除
15: end if

16: 结束 for

17: m tail_node().index

18: for i n down to m 1 do 19：
if (xm c < xi ≤ xm ) then 

20： 打印 xi

21: end if

22: 结束 for

23: 打印 xm

24: t ' m
25: while (pt /= t) do
26: for i = t - 1 down to pt + 1 do 

27： if (xpt   c < xi ≤ xpt  ) then 

28： 打印 xi

29: end if

30: 结束

31: 打印 xpt

32: t pt

33: 结束 while

这些操作中的每一个都可以在 O(log k)

的平衡搜索结构时所需的时间



的节点。例如，我们可以使用 AVL 树[1]来实现每次操作的 

O(log k) 成本，或者使 用  splay 树[18]来实现每次操作的 

O(log k) 成本。在实际应用中，最好保留一个指针链表，

以便在恒定时间内找到给定节点的后继节点，在使用上述

结构的情况下，每个节点至少需要三个指针。不过，从实

用的角度来看，这种应用的最佳搜索结构是 jumplist [11]

。使用 jumplist：前置搜索、插入和删除需要 O(log k) 的

摊销时间（O(log k) 的预期时间 [7]），查找后继者需要恒

定时间，而且我们只需使用和维护每个节点的两个指针。
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