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解題日期：2008年4月2日
題意：

Euler’s Totient Function 
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(n) 定義為小於或等於n的正整數中和n互質的數的個數。
若n=p1^e1*p2^e2*…*pm^em (m為非負整數,pi為質數, ei為正整數 i=1,2,…,n  p1<p2<…<pm)
則 
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(n)=(p1-1)*p1^(e1-1)*(p2-1)*p2^(e2-1)*…*(pm-1)*pm^(em-1)
輸入 
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(n) =x 的x值 (輸入的值會小於1,000,000,000) ，你的程式要output出所有可能的n值（以由小而大的順序）。
題意範例：

6 → 7 9 14 18 
2 → 3 4 6
1 → 1 2
3 → No solution.

解法：

取n的最大質因數，然後recursive做下去，取第2大的、第3大的…，最後就會找出答案。
先將x分解為
x=p1^e1*p2^e2*…*pk^ek  (p1<p2<…<pk)
那n的最大的質因數一定會大於或等於pk (why?)
可以分為以下兩種可能：
(1) n的最大質因數等於pk 

所以n的標準分解式中pk 的次方數等於(ek+1) 。

而 (pk-1)|x 。
(2) n的最大質因數大於pk (將其設為p)

所以在n的標準分解式中p的次方數必為1。而 (p-1)|x 。

詳細的說明如下
一開始要先呼叫get_ans(1,x, ∞)
 
get_ans(c,x,prev) 

//x=p1^e1*p2^e2*…*pk^ek  (p1<p2<…<pk) 

1. 如果x==1,那麼就紀錄c為一個答案，然後再檢查，如果prev!=2，再紀錄2*c為另一個解。之後不必再做下面的那兩個步驟了。

2. 如果x!=1,那麼先檢查是否 (pk-1)|x ，如果是，那麼呼叫get_ans(c* pk^(ek+1),x/( (pk-1)*pk^ek), pk)。

3. 然後針對所有的x的正因數t，檢查是否(t+1)>pk,(t+1)<prev且(t+1)為質數，如果是，那就呼叫get_ans(c*(t+1),x/t,t+1)。
實際上我在做的時候我是以一種方式儲存x的分解結果，如此，像要找出t的分解結果應該會變的比較容易(詳情請看底下的「程式」那裡)

解法範例：

x=20=(2^2)*5

上面等於是列出「解法」那裡的範例，而箭頭旁標明的數字是所找出的n的可能的最大(或是第二大、第三大、……)質因數(小於prev的可能最大質因數，要用當時的x值來找)，prev就等於前一個找到的質因數，但如果是一開始的話就設為無限大。所以下一個找的必需小於當時的prev。
討論：

 (1)由於需要將x因數分解以及判斷某個數是否為質數，所以應該要先建質數表，質數表的質數最大只需要到小於或等於
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=31622的最大質數即可。
(2)所得到的解可能相當多，所以存解的array要開夠大，而且最後要將所有的結果排序時也不能使用太爛的sort。
(3)可以考慮將部份的質數直接寫在程式碼中，或是使用很好的建質數表的方法，來減少執行時間。

程式：
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <iostream>

#include <math.h>

namespace problem_11073 { //使用一個namespace，因為原本有個問題，後來就弄個namespace，其實應該不需要
using std::cout;

using std::cin;

using std::endl;

#define SIZE_OF_A 31622 //array a的size
#define SIZE_OF_ANS 100000 //存放得到的解的array的size，不能開太小
#define SIZE_OF_FACT_ARRAY 31 //紀錄因數分解的結果的陣列的大小
typedef unsigned long long ULONGLONG;

void comp_p(ULONGLONG a[],int size){ //計算質數的函數

ULONGLONG k;


int i,j,n;


a[0]=(ULONGLONG)2;


n=1;


for(k=3;;k+=2){



for(i=1;i<n&&a[i]*a[i]<=k;i++){




if(k%a[i]==(ULONGLONG)0)





goto label_next;



}



a[n++]=k;



if(n>=size)




break;



label_next: ;


}

}

ULONGLONG a[SIZE_OF_A]; //用來存質數的陣列
struct struct_fact { //存分解後的結果(分解式)用

ULONGLONG p; //質數

unsigned int e; //次方數
};

void fact(ULONGLONG n,struct_fact f[],unsigned int &m){ //因數分解，將結果存到struct_fact array裡(質數由小而大存)，最後實際用到的array大小會被存到m裡

int i=0;


unsigned int j;


m=0;


while(a[i]*a[i]<=n){



if(n%a[i]==0){




f[m].p=a[i];




j=0;




do {





n/=a[i];





j++;




} while(n%a[i]==0);




f[m].e=j;




m++;



}



i++;


}


if(n!=(ULONGLONG)1){



f[m].p=n;



f[m].e=1;



m++;


}

}

void copy_struct_fact_array(const struct_fact f1[],int m,struct_fact f2[]){ //看的出來在做什麼吧?

int i;


for(i=0;i<m;i++){



f2[i]=f1[i];


}

}

inline ULONGLONG power(ULONGLONG a,unsigned int p){ //return a^p

/*int i;


ULONGLONG n=(ULONGLONG)1;


for(i=31;i>=0;i--){



n=n*n;



if(p&(((unsigned int)1)<<i))




n=n*a;


}


return n;*/ //其實前面註解掉的部份也可以達到同樣的功能，但是後來覺得應該p不會很大，就改用下面的方式

ULONGLONG n=1;


int i;


for(i=0;i<p;i++){



n*=a;


}


return n;

}

ULONGLONG fact_inverse(struct_fact f[],int m){ //把分解後的結果再轉回ULONGLONG

ULONGLONG n=(ULONGLONG)1;


int i;


for(i=0;i<m;i++){



n*=power(f[i].p,f[i].e);


}


return n;

}

bool division(const struct_fact f1[],unsigned int f1_m,const struct_fact f2[],unsigned int f2_m,struct_fact f3[],unsigned int &f3_m){ //直接做分解後的結果的相除

if(f2_m>f1_m)



return false;


f3_m=0;


int i,j=0;


for(i=0;i<f2_m;i++){



while(1){




if(j>=f1_m)





return false;




if(f1[j].p==f2[i].p)





break;




else if(f1[j].p>f2[i].p)





return false;




else {





f3[f3_m].p=f1[j].p;





f3[f3_m].e=f1[j].e;





f3_m++;





j++;




}



}



if(f1[j].e>f2[i].e){




f3[f3_m].p=f2[i].p;




f3[f3_m].e=f1[j].e-f2[i].e;




f3_m++;



} else if(f1[j].e<f2[i].e){




return false;



}



j++;


}


for(;j<f1_m;j++){



f3[f3_m].p=f1[j].p;



f3[f3_m].e=f1[j].e;



f3_m++;


}


return true;

}

bool bool_prime(ULONGLONG n){ //是否為質數?

if(n<=1)



return false;


if(n==2)



return true;


if(n%2==0)



return false;


if(n<=a[SIZE_OF_A-1]){


//n不是很大，直接用binary search去看n是否在之前建的質數表中


int l=0,u=SIZE_OF_A-1;



int t;



do {




t=(l+u)/2;




if(n>a[t]){





l=t+1;




} else if(n<a[t]){





u=t-1;




} else {





return true;




}



} while(l<=u);



return false;


} else {


//n太大了，直接用除的方法來判斷


int i;



for(i=1;a[i]*a[i]<=n;i++){




if(n%a[i]==0)





return false;



}



return true;


}

}

ULONGLONG ans[SIZE_OF_ANS]; //用來存解的array
int ans_n=0; //上面那個array實際上存了幾個解?
void get_ans(ULONGLONG n1,ULONGLONG m,struct_fact f[],unsigned int f_m){ //用來取得解的函式(n1相當於「解法」那裡的c，m相當於prev，f和f_m可以說成是用來表示x的分解式)

if(f_m==0){ //相當於「解法」那裡get_ans的第一部分


ans[ans_n++]=n1;



if(m!=(ULONGLONG)2)




ans[ans_n++]=n1*(ULONGLONG)2;



return;


}

//第二部份

struct_fact f2[SIZE_OF_FACT_ARRAY];


unsigned int f2_m;


ULONGLONG t;


t=f[f_m-1].p-1;


fact(t,f2,f2_m);


f2[f2_m].p=f[f_m-1].p;


f2[f2_m].e=f[f_m-1].e;


f2_m++;


struct_fact f3[SIZE_OF_FACT_ARRAY];


unsigned int f3_m;


if(division(f,f_m,f2,f2_m,f3,f3_m)){



get_ans(n1*power(f[f_m-1].p,f[f_m-1].e+1),f[f_m-1].p,f3,f3_m);


}


int q=f[f_m-1].p;


int i=-1,j=-1;


int s=0;


int _f_m=f_m-1;


bool b[SIZE_OF_FACT_ARRAY];


ULONGLONG t2;


f2_m=0;


//t=1;
//第三部份


//因為傳入時是以分解開的形式(而非直接傳入未分解的x)，所以要得到x的所有因數分解開的形式，就比較容易，底下的程式碼有一部份差不多就是在做這樣的事

while(1){



if(s==0){




if(i<_f_m){





i++;





b[i]=false;





//s=0;




} else {





s=1;




}



}



if(s==1){




t2=fact_inverse(f2,j+1)+1;




if(t2>q&&t2<m&&bool_prime(t2)){





division(f,f_m,f2,j+1,f3,f3_m);





get_ans(n1*t2,t2,f3,f3_m);




}




s=2;



}



if(s==2){




if(b[i]){





if(f2[j].e<f[i].e){






(f2[j].e)++;






s=0;





} else {






s=3;





}




} else {





j++;





b[i]=true;





f2[j].p=f[i].p;





f2[j].e=1;





s=0;




}



}



if(s==3){




if((--i)<0)





break;




j--;




s=2;



}


}

}

//底下註解掉的部份為原本用的sort_ans函式(使用氣泡排序法)，但是因為後來發現得到的解可能很多，所以不要用啊
/*void sort_ans(ULONGLONG a[],int n){


ULONGLONG t;


int i,j;


for(i=n-2;i>=0;i--){



for(j=0;j<=i;j++){




if(a[j]>a[j+1]){





t=a[j];





a[j]=a[j+1];





a[j+1]=t;




}



}


}

}*/

struct node { //底下新版sort_ans會用到

union {



ULONGLONG k;



struct {




unsigned char a[sizeof(ULONGLONG)];



};


};


struct node *next;

};

void sort_ans(){ //用來將存解的array做排序，使用 radix sort

if(ans_n<=1)



return;


int i;


node *b_start[256],*b_end[256];


node *l_start;


node *t=new node [ans_n];


node *t2=t,*t3;


l_start=t;


t->k=*ans;


for(i=1;i<ans_n;i++){



t2->next=t+i;



t2++;



t2->k=ans[i];


}


t2->next=NULL;


int j,m;


for(j=0;j<sizeof(ULONGLONG);j++){



for(i=0;i<256;i++){




b_end[i]=NULL;



}



t2=l_start;



while(t2!=NULL){




m=t2->a[j];




if(b_end[m]==NULL){





b_end[m]=b_start[m]=t2;




} else {





b_end[m]->next=t2;





b_end[m]=t2;




}




t2=t2->next;



}



/*for(i=0;i<256;i++){




b_end[i]->next=NULL;



}



*/



for(i=0;b_end[i]==NULL;i++);



l_start=b_start[i];



t2=b_end[i];



for(i++;i<256;i++){




if(b_end[i]!=NULL){





t2->next=b_start[i];





t2=b_end[i];




}



}



t2->next=NULL;


}


for(i=0,t2=l_start;t2!=NULL;i++,t2=t2->next){



ans[i]=t2->k;


}


delete [] t;

}

int main(void){


comp_p(a,SIZE_OF_A); //首先建質數表

ULONGLONG n;


unsigned long n2;


struct_fact f[SIZE_OF_FACT_ARRAY];


unsigned int f_m;


int i;


char str[100];


while(1){



fgets(str,100,stdin);



if(feof(stdin))




break;



sscanf(str,"%d",&n2);



n=(ULONGLONG)n2;



ans_n=0;



fact(n,f,f_m); //分解得到的n值，配合get_ans()的參數格式


get_ans(1,(ULONGLONG)((long long)(-1)),f,f_m); //呼叫get_ans，應該要用的無限大就用一個很大的值來取代即可


sort_ans(); //取得答案之後要將答案排序
//輸出結果


if(ans_n!=0){




cout << ans[0];




for(i=1;i<ans_n;i++){





cout << " " << ans[i];




}




cout << endl;



} else {




cout << "No solution." << endl;



}


}


return 0;

}

}

int main(void){ //直接呼叫namespace problem_11073內的main()

return problem_11073::main();

}
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紀錄33,66這兩個解





c=33�x=1�prev=3





紀錄25,50這兩個解








c=44�x=1�prev=2





c=11�x=2�prev=11





紀錄44為一個解





c=25�x=1�prev=5





c=1�x=20�prev=∞








11





5











13

_1274552801.unknown

_1274814718.unknown

_1274552770.unknown

